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Prefazione

I motematico non scopre: inventa
(Ludwig Wittgenstein)

Molto difficile decidere in che modo iniziare a parlare di matematica. E solo chi ha capito un po’ di piu
della generalita, dice che ¢ difficile prendere decisioni. Infatti piu si studia matematica e meno si
capisce come sia fatta, a cosa appartiene, dove comincia e soprattutto se e dove finisce. Insomma
rispondere alla domanda “Che cos’é la matematica?”

La matematica & una scienza? E una filosofia? Un’arte? Cos'altro? Difficile rispondere, se si vuole una
risposta banale. Ma facile rispondere, se la risposta pud non essere unica.

Chi si occupa e ha studiato matematica solo a scuola sicuramente non mi capisce molto e pensa che
sia diventato un po’ pazzo a scrivere queste cose, ma quello che non sanno (e probabilmente che
non sai) € che la matematica non & solo fare calcoli banali e noiosi, non € solo sapere a memoria
teoremi, non & solo conoscere le formule, non si tratta solo di qualcosa totalmente lontano dalla
realta. La matematica e tutt’altro e purtroppo a scuola non si riesce a vedere questa cosa. La
matematica e tutta inventata dal’'uomo, una creazione ideale completamente unita a cose come la
fantasia, la creazione, I'intuizione, la voglia di fare.

Possiamo avere un’area statica, di conoscenza di quello che esiste e un’area dinamica, di ricerca di
nuovi risultati. Entrambe le aree hanno qualcosa che ¢ difficile spiegare, bisogna provarlo!
Cominciamo con la prima area, di conoscenza di quello che 'uomo ha fatto. Sara diverso dalla
scuola, e spero che sara complementare, in quanto si vedranno le stesse cose fatte in classe ma in
modo diverso e si vedranno anche argomenti che a scuola non si faranno mai ma sono molto
interessanti, molto nuovi, molto utili e soprattutto molto basati su aspetti creativi della mente umana,
aspetti che sono in comune con l'arte, per esempio.

Per fare questo € anche possibile buttarsi nel gioco: giocare vuol dire avere le idee chiare, trovare
soluzioni a problemi, trovare modalita di risolvere questioni e andare avanti, dimostrare nuovi teoremi o
impostare nuovi mondi, non ha molta differenza in questo. Quindi andiamo a imparare le cose
provando anche noi a “usare le mani”. Per capire meglio le invenzioni dell’'uomo.

Cominciamo con un piccolo gioco; a me & stato molto simpatico e la risposta &€ un po’ a sorpresa.
Prova a capire cosa deve andare nello spazio centrale del seguente quadrato (soluzione in fondo alla
pagina, ma non guardarla subito!).

UID|T
Q S
S|O|N

Questo e solo un assaggio. Buttati nelle schede e capirai, piano piano, che nessuno sa precisamente
che cos’e la matematica. Ma capirai che tu ci sei molto piu vicino di quanto non pensavi prima.

Buon divertimento!

--Gio
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Significato hox

3K Domande o momenti di riflessione. Possibilita di discussione con compagni vicini.

| Spazio per barrare la risposta.

Corpo principale

IZ Risposta barratal

Nel testo principale viene adottata un’impostazione a gradini: storica, logica o partendo da un
problema quotidiano per arrivare a formule, leggi e teoremi. Su fara una avventura raccontando
storie nascoste, idee per spiegare un fenomeno, dimostrare un teorema, i passi falsi e le vittorie
confermate dai dati sperimentali e dimostrazioni effettuate.

Un excurus che metta in evidenza il pensiero del metodo scientifico e la passione di chi lo ha
portato avanti con successo attraverso esercizi, esempi e attualita.

Cominciare

Un modo per risolvere un

problema, un inizio dal quale partire

0 e partito lo scienziato. Un inizio anche

comune ma dal quale sono venute fuori cose
interessanti.

(Glocare

)
D

Oltre che verificare la base
nozionistica, vogliono aiutare a mettere in pratica
la teoria appena vista. Un modo innovativo per
capire passi fondamentali.

lestl original

Citazioni dell’autore della parte di

scienza di cui si parla o citazioni utili
e con significato trasversale. Parte di testi
originali quando & possibile e soprattutto
riferimento a testi presenti alla BEIC

1;" Vita guotidiana

Situazioni dove e possibile vedere la
teoria applicata, riconoscere alcuni argomenti o
dove, facendo un po’ di attenzione, & possibile
applicare la teoria.

| aboratorio

Suggerimenti per attivita interattive

e esperimenti ideali, attivita

collaborative o competitive, realizzabili con

materiale semplice da reperire € da eseguire in
classe e anche autonomamente

p Curiosita

Aneddoti, circostanze particolari e

curiose che tessono la storia della
scienza. Notizie prese anche dall’attualita per
vedere come il mondo della scienza possa
riservare notevoli sorprese.
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Studio di funzione — Lwello | su 7

| concetto di fTunzione

La geometria analitica, chiamata anche geometria cartesiana, € lo studio delle figure geometriche
attraverso il sistema di coordinate oggi dette cartesiane.

Ogni punto del piano cartesiano o dello spazio & determinato dalle sue coordinate su due piani:
ascisse (x) e ordinate (y), che determinano un vettore rispettivamente del tipo (x,y).
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carteslo e La nascita

René Descartes introdusse le basi della geometria analitica nel 1637 nel saggio intitolato
Geometria incluso nel suo libro Discorso sul metodo per ben condurre la propria ragione e

cercare la verita nelle scienze piu la Diottrica, le Meteore e la Geometria. In questi saggi c’é una

famosa prefazione che si pud trovare alla BEIC: si tratta del famoso Discours de la méthode

cioe Discorso sul metodo). Questo lavoro scritto in francese e i suoi principi filosofici, fornirono le fondamenta
per il calcolo differenziale.

I'idea della funzione € qualcosa di veramente importante in matematica. Uno dei concetti da tenere
sempre nella nostra memoria € immaginazione e grazie al quale ci sono stati moltissimi risultati
fondamentali anche sulla nostra vita di tutti i giorni.

La matematica, tra le altre cose, traduce in termini precisi, calcolabili e comunicabili le idee in modo
da poter “leggere” parti della realta. Cominciamo allora pensando ad alcune di queste parti.
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Le funziont funzionano

e Consumo di acqua, gas o luce nel corso dell’anno. Sara normale aspettarsi che si bruci piu
gas in inverno e meno in estate, € magari anche la luce avra un consumo maggiore nei
mesi piu bui. L’acqua, invece, sara impiegata di piu d’estate, per il caldo e la maggior
frequenza di docce e bagni.
e Consumo di benzina per un’automobile. Quando compriamo un’auto, ci viene detto che mediamente
consuma un certo quantitativo nel ciclo urbano (in citta) e un quantitativo diverso su strade veloci e

autostrade.

e Megapixel. Oggi le comuni macchine fotografiche digitali sono catalogate per megapixel. Un megapixel
equivale a un milione di pixel, ovvero un milione di quadratini utili per convertire un’immagine in un
insieme, appunto, di elementi colorati che compongono I'immagine stessa come un mosaico. La
risoluzione, cioe la percezione dell’immagine, dipende appunto dal numero di quadratini stesso. Piu sono,
meno si notano le imperfezioni di adattamento dal “mosaico” alla linea continua.

In tutti i casi sopra esposti, ¢’€ una quantita che varia insieme a un’altra, anzi in relazione a un’altra.
Il consumo in una casa in relazione alla stagione, il consumo di un’automobile in relazione al tipo di
strada, e quindi di velocita tenuta, la risoluzione di una macchina fotografica in relazione al numero dei
pixel del suo sensore.

* | matematici dicono che una quantita varia in funzione di un’altra e una funzione regola in
maniera precisa come questo avvenga.

Le variabili prendono il nome di variabile indipendente e variabile dipendente. Se io riesco a dire
come varia la benzina nella giornata, il tempo & variabile indipendente e la benzina dipendente,
dipende appunto dal tempo passato. La funzione, infatti, esprime in termini matematici (e il suo
grafico in termini geometrici) quello che si chiama il “rapporto di causalita” o “rapporto di causa ed
effetto”. Vuol dire che a una causa corrisponde un effetto. Se ¢’é freddo, consumero piu gas; se vado
piu veloce in macchina, consumero piu benzina.

Possiamo rendere visibile una funzione in modo molto diretto: disegnando il grafico su un piano
cartesiano. Non spaventartil Possiamo vedere i grafici delle funzioni come battaglie navali. Quelli piu
semplici sono semplici punti sul foglio. Tanto per cominciare, dovremo sistemare quello che si chiama
un piano cartesiano, ovvero due assi con alcune tacche che ci indicano numericamente e
precisamente dove si trovano i punti. Gli assi servono per capire da dove cominciamo a contare
(origine degli assi, dove c’¢ lo zero) e fin dove vogliamo contare.

Nella battaglia navale ci sono numeri e lettere. A8, colpito! D4, colpito e affondato! Qui funziona allo
stesso modo: al posto dei numeri ¢’¢e la variabile x e al posto delle lettere la variabile vy.

> ™ O O MmO T o~

123 456 7 8 9 10
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Possiamo vedere che per sistemare un punto sul piano abbiamo bisogno di due coordinate, due
numeri che chiamiamo ascissa (riferita alla variabile indipendente x) e ordinata (riferita alla variabile
dipendente y).

Al variare dalla variabile indipendente (& lei che decide ovviamente), varia la variabile dipendente. In
quale modo ce lo dice proprio la funzione, la sua forma, la sua scrittura. Le funzioni vengono
generalmente scritte come y=f(x); significa che la x — la variabile indipendente, quindi la “causa” —
variando fa variare anche la sua variabile dipendente, la f(x), cioe la y. La funzione e scritta
generalmente con simboli che riguardano operazioni da fare con la variabile dipendente x, simboli che
riguardano operazioni che conosciamo bene (come addizioni, divisioni, potenze), oppure simboli
particolari che hanno un significato preciso e che spesso sono a loro volta funzioni (come la funzione
Seno, coseno, esponenziale ecc.).

Per capire come ¢ fatto il grafico di una funzione, cominciamo facendo qualcosa di molto... pratico:
andiamo a sostituire alcuni valori della variabile indipendente e giocare a battaglia navale. Quindi
mettere valori a caso al posto della X, svolgere le operazioni e vedere che succede.

Proviamo a farlo con due semplici funzioni: y=5x. Le operazioni da svolgere sono semplicissime: una
normalissima moltiplicazione.

La funzione ci dice che la mia variabile indipendente & 5 volte pil piccola di quella dipendente. La 'y
deve essere dieci volte piu grande della x. Infatti per impostare I’'uguaglianza, cid che c¢’é a destra
deve essere uguale a cio che ¢’ a sinistra, € se y € uguale a 5 volte x, vuol dire che se x € 2, allora 'y
e 10, se x € 4, alloray &€ 20, e cosl via. La stessa cosa succederebbe per una “divisione”. Ad esempio
In questo caso, quando x & uguale a 20, allora y € uguale a 5, quando x € uguale a 1 allora'y € uguale
a 0,25, e cosi via. Quello che possiamo notare € che descrivendo una funzione in questo modo,
quello che viene fuori & una legge che dice che I'insieme che interessa & quello con un rapporto
costante tra variabile dipendente e indipendente.

Se provassimo a disegnare una “legge”’andando a sistemare un po’ di punti e poi unendoli, ecco cosa
otteniamo. In questo caso abbiamo una retta.
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P Cosa succederebbe per una funzione simile, come
()

1

?J:ZCU

Pensaci tul

Questa funzione & molto semplice, ma di solito le cose sono pit complicate.

* Vedremo la possibile complicazione dello studio della funzione passo dopo passo. Tutti i
metodi per trovare indizi utili per capire la forma della funzione.

Le funzioni sono un metodo molto potente per capire come varia una quantita al variare di un’altra (o
tante altre). Spesso “saltano fuori” da conti che si fanno, da osservazioni sperimentali, dall’'unione di
altre funzioni e altrettanto spesso quello che ne esce non & una funzione semplice o conosciuta, & da
studiare, della quale cioé & necessario capire I'andamento, capire se al crescere di una variabile
anch’essa crescera o0 decrescera, se rimarra sempre positiva o meno, e infine capire il suo
comportamento vicino a determinati punti che potrebbero interessarci.

Le funzioni si possono immaginare come macchine che svolgono una particolare operazione, quella
descritta proprio dalla funzione stessa. Spesso questa operazione & un insieme di operazioni, dato
che spesso una funzione & una composizione di funzioni piu elementari.

* Capire questi aspetti &€ fondamentale per capire una funzione in modo piu semplice.

Da un punto di visto piu rigoroso, possiamo definire una funzione come una legge che associa a ogni
elemento dell’insieme di partenza (che chiamiamo X) un unico elemento dell’insieme di arrivo (che
chiamiamo Y). Possiamo vedere bene la cosa graficamente in questo modo.

| Funzione

La sfida consistera nel capire cosa ¢’ in questi due insiemi con cui giochiamo. Quello che & molto
interessante, € considerare sia in “partenza” che in “arrivo” I'insieme dei numeri reali, come vedremo.
La prima cosa molto importante e stare attenti al fatto che sia davvero una funzione! Ho detto infatti
che gli elementi della variabile indipendente possono andare verso un solo elemento di quella
dipendente (ma non il contrario!). Per cui la seguente non € una funzione!
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P Quale sara il disegnino delle seguenti funzioni?
()

1,

fa)=20+2  f@) =32t f) = (@+2)

Parlando del grafico sul piano cartesiano, ecco la differenza tra una funzione e una che non lo &.
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Una curva romantiea

La matematica si pu¢ fare anche al bar, non solo nel senso che un ambiente rilassato e .
informale aiuta la discussione fra menti creative, ma anche che esistono luoghi a grande
“concentrazione matematica”. In questo caso si tratta di dare un’occhiara a qualcosa di

molto comune, cioe la superficie di un drink o di un cappuccino quando il bordo del contenitore viene
riflesso su essa. Ti sara gia capitato di vedervi una forma a cuore: € quella che si ottiene disegnando una
funzione che si chiama seno (possiamo immaginarla come un’onda) ma, al posto di usare due assi “dritti”,
se ne impiega uno dritto e uno ricurvo su se stesso. Per visualizzare meglio questo procedimento, potreste
immaginare due monete: una ferma al centro e l'altra che ruota attorno alla prima. Se un punto della
seconda moneta avesse una punta che scrive in rosso fuoco, disegnerebbe proprio questa forma
particolare che prende appunto il nome di cardioide. La cardioide, un curva matematica... romantica.

Frans Hals: Cartesio nel 1649

STRUMENTI DIDATTICI - Schede di matematica - Giovanni Filocamo per BEIC 11


http://it.wikipedia.org/wiki/Frans_Hals
http://it.wikipedia.org/wiki/Frans_Hals

Studio di funzione — Livello 2z su 7

Continuita

Qui affrontiamo un’altra grande e rivoluzionaria idea, grazie alla quale € stato possibile raggiungere
risultati di incredibili, nel vero senso della parola!

* Un’idea matematica che, applicata alla realta, ci ha restituito secoli di calcoli utili per il
nostro progresso.

Ho accennato in altre cartelle all'importanza dei numeri reali. | numeri reali: partiamo dal loro nome.
Che cosa sono? Sono i numeri che si contrappongono a quelli “falsificabili”? Saranno i numeri del re?
Certo che no, la fantasia nel dare i nomi agli oggetti matematici € importante quasi quanto I'aver
inventato gli oggetti stessi. | numeri reali sono... la cosa meno reale possibile! In sostanza si tratta di
numeri che “creano” la continuita: affiancati I'uni all’altro fanno in modo che non ci sia lo spazio per
passare attraverso. Infatti la definizione principale dice proprio che presi due numeri qualsiasi, vicini
quanto vuoi, c’e sempre un altro numero tra i due. Se le funzioni sono definite tra insiemi che sono
proprio i numeri Reali, allora possono essere anche loro continue.

Esiste una definizione molto precisa ma la farai di sicuro a scuola. lo vorrei provare a farti vedere le
cose in modo un po’ diverso.

Da quando 'uomo ha cominciato a occuparsi di scienza, e anche prima che partisse, c’era una
grande necessita comune: misurare. Misurare tutto, per costruire, per il commercio, per pesare ecc.
Da un punto di vista vicino alla matematica, questa esigenza si senti soprattutto nella geometria: c’era
la necessita di dare una misura precisa di alcune costruzioni geometriche. Famoso fu il caso del
numero radice quadrata di due ai tempi dei Pitagorici. Quanto misura la diagonale di un quadrato di
lato unitario? Su questo argomento ci fu una vera e propria rivoluzione. Non & infatti possibile
esprimere questa quantita con un numero naturale e neanche con un numero razionale (una mirabile
dimostrazione di questo fatto fu data da Euclide nel Ill secolo a.C.), cioé con una frazione fra due
numeri interi. La radice di due € un numero irrazionale, un numMero per cui &€ necessario avere a
disposizione tutti i numeri della retta per poterlo trovare. Bisogna avere a disposizione un impianto
diverso, piu potente di quello dei numeri naturali.
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Allora lidea. Creare un insieme di numeri cosi vasto che sarebbe stato possibile mettere in
corrispondenza ogni punto della retta con un numero. Vale a dire che presi due numeri a caso, anche
vicinissimi, ce ne sarebbe sempre stato uno nel mezzo. E anche preso il primo numero e “quello nel
mezzo” ne avremmo potuto trovare uno nel mezzo e cosi via. Ma che cosa significa “e cosi via”? Qui
sta la grande idea dei numeri reali. Vuol dire che & possibile ripetere questo processo quante volte mi
pare, al limite all’infinito.

* Una cosa impossibile da concepire in termini definiti, ma possibile da immaginare, o
meglio, da definire in termini matematici.

In altre parole si pud immaginare questo insieme infinito di numeri che € anche “infinitamente denso”,
trattarlo, usarlo, sfruttare le sue proprieta per i nostri scopi, senza dover necessariamente descrivere
ogni sua parte. Quello che ci basta sapere & che, presi due numeri reali a caso, ¢c’€ sempre un
numero nel mezzo. Dato che questa operazione pud essere ripetuta quanto si vuole, allora tra due
numeri a caso non solo ce ne sara sempre uno nel mMezzo ma ce ne saranno sempre addirittura
infiniti.

Per capire un po’ meglio questo concetto, partiamo da un famoso paradosso su cui si sono scontrati
gli antichi.

In pratica, posto che la velocita di Achille (Va) sia N volte quella della tartaruga (V1), e ricordando che la
velocita & spazio diviso tempo (infatti si misura, per esempio, in chilometri I’ora) le cose vanno cosi:

® Dopo un certo tempo t1 Achille arriva dove era la tartaruga alla partenza (L4).

® Nel frattempo la tartaruga ha compiuto un pezzo di strada e si trova nel punto Lo.
® Occorre un ulteriore tempo t2 per giungere in Lo.

® Ma nel frattempo la tartaruga e giunta nel punto Ls... e cosi via.

Quindi per raggiungere la tartaruga Achille impiega un tempo

Tit =11 + 1ty +t3+ .. + 1, + ...
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e non la raggiungera mai. La confutazione pitl immediata potrebbe essere semplicemente camminare
davanti a chi cerca di convincerci degli argomenti di Zenone. E proprio quello che fece il filosofo
Diogene di Sinope. Si potrebbe perd obiettare che questo paradosso serva a far vedere come la
percezione della realta sia fallimentare, argomento che sara ripreso soprattutto in epoca moderna.

Da un punto di vista matematico la spiegazione — € la forza dei numeri reali — sta nel fatto che gli infiniti
intervalli impiegati ogni volta da Achille per raggiungere la tartaruga diventano sempre piu piccoli, €,
come si dice, il limite della loro somma converge.

Questa cosa & importantissima e ha contribuito moltissimo per far nascere una matematica
potentissima nel ‘700 (soprattutto in Francia e in Germania) che & diventata la piu importante del
mondo. Anche sommando infiniti contributi, ci sono alcuni casi, come questo, in cui questa somma
confluisca, converga a un valore finito e calcolabile.

Una somma di infiniti elementi o, piu precisamente, il limite di una somma di infiniti elementi non &
quindi necessariamente infinito. Prendiamo per esempio la somma di tutte le frazioni che si possono
ottenere dimezzando ogni volta un intero:

I
24 8 16

La somma di tutti questi elementi & sempre inferiore a uno. Arrivati all’elemento n, la somma sara pari
a uno meno la frazione di ordine n.

Arrivati per esempio al terzo elemento, la somma sara uguale a sette ottavi, pari a uno meno un
ottavo (un mezzo elevato alla terza).

Arrivati al decimo elemento, la somma sara uno meno un milleventiquattresimo (un mezzo elevato alla
decima; infatti due elevato alla decima potenza € 1024). Da un punto di vista matematico si pud
affermare che il limite di questa somma di infiniti termini & uno. La convergenza delle serie infinite
venne definita con precisione soltanto nel XVII secolo.

E necessario avere a disposizione un impianto come quello dei numeri reali per trattare
argomentazioni come questa, per parlare, oltre che dell’infinito, anche dell’infinitesimo.

Tornando alle nostre funzioni, possiamo immaginare una funzione come una legge che associa
elementi di un insieme a elementi di un altro. E qui arriviamo al punto centrale: considerare come
insiemi di partenza e di arrivo I'insieme dei numeri reali. Questo ci permettera di costruire funzioni che
hanno un’infinita “densita di variabilita”, vale a dire che sono continue.

3K Le funzioni continue le posso disegnare senza staccare la matita dal foglio e sono sicuro
di aver fatto la cosa matematicamente corretta.

Posso vedere che cosa succede in un punto della funzione oppure in altri punti indefinitamente vicini.

nfinito... tra le mani

Prendi due specchi e una strisciolina di carta. Appoggia gli specchi su un piano tenendoli uniti
per un lato e metti la striscia nel mezzo. Prova a diminuire I'angolo fra i due specchi

avvicinandoli fra loro. Che cosa si vede? E se li avvicinassi molto? Quello che viene realizzato e

un processo al limite ed e proprio quello usato da Archimede (nella sua immaginazione, non con

I'aiuto di specchi probabilmente) per approssimare la circonferenza con poligoni regolari aventi un numero di
lati sempre maggiore.

E adesso qualche definizione precisa e utile riguardo alle funzioni.
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Studio di funzione — Livello » sw 7
Dominio & codominio

In matematica il dominio € il codominio sono gli insiemi su cui € definita la funzione, che manda ogni
elemento del dominio in un elemento del codominio.

In matematica una funzione & da da tre oggetti:
® Un dominio, che viene indicato con X e i cui elementi sono le x.
® Un codominio, che viene indicato con Y e i cui elementi sono le y.

® Una legge che associa ad ogni elemento x, che sta dentro X, uno e un solo elemento di v,
contenuto dentro Y che viene indicato come f(x).

La funzione viene indicata in questo modo

F: X—Y
r+— f(x)

X & linsieme di partenza e Y quello di arrivo. Come abbiamo visto, & possibile che la funzione non

“acchiappi” tutto il codominio ma solo una parte. Questa parte ha un nome da cinema in quanto si
chiama immagine della funzione (quello violetto).

LA S st i

Cominciamo a vedere come si possono usare dominio e codominio e scopriremo che le funzioni
possono essere di tipi diversi, che alla matematica piace definire.
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Si tratta di funzioni abbastanza basilari. Puoi prendere un piano cartesiano e, mettendo valori alla x
vedere cosa viene riguardo al grafico.

Fai una prova, e vedi se quello che ho scritto & giusto o sbagliato!

Parlando di dominio, codominio e immagine, ecco quello che verrebbe fuori (lo possiamo dire
guardando la funzione come “formula”, non c’é bisogno del graficol)

Per quanto riguarda dominio e codominio facciamo come si fa di solito: si trattano di funzioni dai
numeri reali ai numeri reali (vedremo pit avanti cosa vuol dire con un approfondimento). Per cui, per
esempio per la prima funzione andiamo a scrivere

fiR—R:z+—y
(1)

f:R—R:z+—1
(2)

fiR—R:zr—u=x
(3)

f:R— R:z+—sinx

(4)
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Andiamo a vedere caso per caso:

1. Qui 'immagine corrisponde al codominio. Infatti sia dominio che codominio sono proprio tutti i
numeri reali, come che succedera con tutte le rette. Siccome la retta € inclinata, al variare della
X, la y prende lo stesso valore. Per cui possiamo dare alla x il valore che vogliamo e di
conseguenza anche la y avra lo stesso valore. Quindi I'immagine corrisponde a tutti i numeri
reali.

2. Qui e quasi il contrario di prima! Infatti per qualsiasi valore scelto per la x, la y € sempre uguale a
1. Scrivendo la funzione la x non viene neanche esplicitata infatti. la formula € y=1: se x non &
nominata vuol dire che vale per tutte le x. Dicevo che € un po’ il contrario di prima in quanto il
dominio corrisponde ai numeri reali e I'immagine & semplicemente un solo valore dei numeri
reali, il valore uguale a 1.

3. Qui abbiamo qualcosa di noto: quando facciamo il quadrato di un numero il risultato & sempre
un numero positivo. Di conseguenza, qualsiasi sia la x che vado a scegliere (compresi i valori
negativi), la y sara per forza positiva (oltre allo zero). Questa funzione si chiama parabola ed e
una delle famose curve coniche. La sua immagine sara composta dai reali positivi, piu lo zero.

4. Questo ¢ il primo esempio di funzione che riguarda la trigonometria: il seno. Quello che si vede é
un’onda che continua all'infinito sia a destra che a sinistra ma restando contenuto nella fascia
dellaychevada-1ai.

P E adesso qualche altra funzione per farti provare direttamente a individuare I'immagine.
* Fatti aiutare dal tuo professore ma... attenzione! Prima di ogni cosa vedi di essere sicuro
che si tratti di una funzione!

* Y X:Z Yy

-+ =
; -+
>
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E adesso solo un esempio al volo per farti vedere che se dominio e codominio cambiano, i grafici

cambiano moltissimi € non si vedono dei disegni ma solo dei punti.
Per esempio, andando a considerare le funzioni che abbiamo visto per andare a studiare I'immagine,

facciamo conto che no vadano da R a R ma da R a Z, quindi a numeri interi positivi € negativi. Ecco i
grafici che verrebbero fuori. Quindi abbiamo

fR—Z:x+—y

(1)
fR—Z:x+—1

(2)

f R—Z:x+—=x

(3)

fR—Z:x+—sinx
(4)

E questo ¢ il risultato cartesiano.

4

@ = . Y= |
, - Y ]
| T y
° t |
.{ 2 j'bx *’5 :
3 s X3
?' %

gl ;
; y=X y @‘/ZSCV\X g _;
| = 4
3 : % : - ’ ° |
.e ‘} X - . = * :
? b 8 z ° A
.

P Particolare vero? Come mai la 2 non & cambiata? E cosa sarebbe successo se avessi
. preso l'insieme Z come dominio e non come codominio? Buon divertimento!

E allora andiamo a vedere come determinare il dominio di una funzione in generale. Infatti quando
avremo tra le mani una funzione, essa puo esser costruita con I'unione di piu funzioni elementari.
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3K Quindi andiamo a determinare il sottoinsieme dei numeri reali i piu grande possibile
dentro il quale la funzione abbia senso.

E allora di seguito le cose da controllare per verificare il dominio.

® Se abbiamo una frazione, essa non esiste nei punti che rendono nullo il denominatore. Esempi

1
se f(x) = " x deve essere # ()
1
se f(r) = 1 x deve essere # 1

In generale diciamo che

1

Sef(x):% — h(z) #0

® Le funzioni radice con indice pari devono essere poste maggiori 0 uguali a zero (nei numeri
realil).

se f(x)=3/g(x) e ne pari— g(x) >0

® La funzione logaritmo accetto esclusivamente un argomento positivo. Quindi

se f(z) = loga(g(z)) — g(z) >0
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Studio di funzione — Livello 4 sw 7
Iniettivita, sulettivita, biigettivita

Beh, qui gia il titolo sembra fatto di parolacce, ma vedrai che non € cosi, e quando capirai queste ti
sembreranno basilari.

* In matematica, una funzione iniettiva € una funzione per cui elementi distinti del dominio
vanno in elementi distinti del codominio.

Sembra qualcosa di normale ma abbiamo gia visto casi in cui non & cosi, come la parabola e non &
detto che sia sempre cosi. Possiamo anche pensarla in questo modo: ogni elemento dell'immagine,
immagine di un solo elemento del dominio. E andiamo a vedere le cose, in questo modo le ricorderai
meglio!
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E vediamo un esempio con cui capire la cosa al volo su un grafico.

Una raccomandazione & questa: se non si dice niente, si considera che le funzioni vadano tra numeri
reali, tutti. Quindi tra R e R. Se queste cose sono diverse, allora le cose cambiano riguardo iniettivita
ecc... Quindi abituiamoci a considerare le funzioni che lavorino tra numeri reali ma non deve essere
per forza sempre cosi.

Funzionl antiche

Funzione - Il termine funzione € dovuto al grande filosofo e matematico tedesco del ‘600
Gottfried Wilhelm Leibniz (di cui puoi trovare diverse opere originali nella biblioteca BEIC), che ~—=p
conio anche il termine funzione di. Invece il simbolo f(x) per indicare I'’elemento corrispondente

di x mediante la funzione f, & stato introdotto nel 1734 dall’altro grande matematico Leonhard
Euler (uno dei matematici piti importanti nella storia, e di cui ci sono molte opere originali nella BEIC). Solo nel
1893 Peano scrive y=f(x).
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Passiamo adesso a un caso importante, e piu semplice.
* Una funzione si dice suriettiva quando ogni elemento del codominio € immagine di
almeno un elemento del dominio.

In questo caso é facile vedere come codominio e immagine vanno a coincidere. Anche in questo
caso andiamo a vedere un esempio insiemistico e poi qualche grafico.
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Attenzione! Una funzione suriettiva non deve per forza essere anche iniettival L'importante & partire dal
dominio e coprire I'intero codominio.

E ora ultima definizione, la piu facile di tutte.

3K Parliamo di bigettivita o corrispondenza biunivoca. In questo caso la funzione & la pi
“pulita di tutte” in quanto abbiamo una relazione binaria tra dominio e codominio: ad ogni
elemento del dominio corrisponde un elemento del condominio e viceversa.

Possiamo ottenere questo se andiamo a “sommare” le proprieta che abbiamo visto prima.
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Andiamo anche in questo caso a vedere qualche esempio.

? E adesso tocca a tel Come ne dici delle funzioni qui a lato? flw) = sinz
* Sono iniettive? Suriettive? Biiettive? (ma saranno funzioni? (1)
controllal). 1
f(z) = s
Prova a fare il grafico oppure prova a vedere se, guardando le regolette, (2)
riesci a capire cose come il dominio, codominio, iniettivita ecc. e poi fai l flz) = 1
grafico per vedere se avevi ragione. v+ 1
Fatti aiutare da qualche compagno o magari dal professore ma (3)
soprattutto... buttati in questa avventura da solo e senza paural 1
flx) =
r—4
(4)
1
f(.’L‘) - COS T
(5)
f(z) = arctan
(6)

L
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Funziont: lo. retto

~unzione dela geometria fondamentale

Una retta nel piano cartesiano € descritta da un'equazione lineare

ar +by+c=0

| coefficienti a, b € ¢ sono dei numeri reali. Una cosa importante da ricordare & che a € non possono
essere uguali a zero contemporaneamente. La funzione si pud scrivere in forma esplicita, come siamo
abituati, in questo modo.

Yy =mx+q

Scritta in questo modo possiamo vedere direttamente quelle che sono considerate le cose importanti.
® La quantita g, come si potra vedere da una scheda dedicata, € quella che ci dice quanto una
funzione & traslata verticalmente. Inoltre rappresenta I'ordinata del punto di intersezione della
retta con I'asse .
® La quantita m & quella piu importante e si chiama coefficiente angolare; essa quantifica la
pendenza della retta. Piu m & grande e piu la retta pende e cresce (o0 decresce) velocemente

Andiamo a capire bene cosa sia un coefficiente angolare con un esempio di vita quotidiana: la
differenza tra fare la doccia e il bagno. La domanda interessante & cosa conviene fare a livello di
consumo di acqua e vengono fuori proprio le rette sul piano cartesiano che rappresentano alcune
grandezze che ora vedremo. Si tratta di una grandezza importante e che conta moltissimo per
prendere una decisione del nostro problema: la portata de rubinetto della doccia, ovvero quanta
acqua esce per ogni minuto. Come formula abbiamo una cosa molto semplice, la stessa che
riguarda , ad esempio, la densita.

Vol V
Portata = v orume Riassumendo P = —
Tempo T

Porttamo La portata

Ad esempio se un bidone di 30 litri viene riempito in 10 minuti, la portata & 3 litri/minuto (riassumendo
P=8). Bene, ma potresti chiederti... perché trovare questa grandezza? Il motivo & che mentre fare |l
bagno ha un consumo fisso, ovvero riempire la vasca da bagno, fare la doccia ha un consumo che
dipende dal tempo che si sta sotto di lei e magari si canticchia. Se il volume riempito mentre facciamo
una doccia dipende dal tempo, & una variabile dipendente dal tempo, quindi una funzione. Il tempo &
la variabile indipendente e il volume ¢& la variabile dipendente.

E allora proviamo a fare il grafico di questa funzione che possiamo scrivere in questo modo

V =PT
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Cominciamo da V4. Come si puo intuire si tratta del bagno, infatti dopo essere stato riempito, &
rappresentato da una retta parallela all’asse delle ascisse. Questo perché i litri messi nella vasca per
fare il bagno non dipendono dal tempo e sono 150.

Le altre due rette sono invece riferite a due docce diverse. Andando a prendere un punto qualsiasi
potete vedere che i litri versati corrispondono a un certo tempo passato. Quello che abbiamo
misurato con il piccolo esperimento € proprio l'inclinazione della retta, ovvero il coefficiente
angolare. La retta Vo si riferisce a una doccia piu “tranquilla”, mentre Vs si riferisce a una doccia piu
potente.

Dal grafico possiamo vedere due cose interessanti: la prima si riferisce al fatto che la “retta bagno” e
la “retta doccia” si incontrano in un punto, un punto fondamentale, un punto di intersezione che indica
il fatto che i litri versati dalla doccia sono uguali a quelli versati per fare un bagno. La cosa interessante
sta nel fatto di andare a vedere a che tempo corrisponde e abbiamo la risposta alla nostra domanda
di “cosa € meglio fare”. Infatti al tempo corrispondente al punto di intersezione avremmo riempito la
vasca da bagno usando la doccia, se facendo la doccia ci mettiamo di piu allora consumiamo di piu.
Laltra retta I’'ho inserita per farti vedere come la portata rappresenti la potenza di una doccia € che
basta guardare la pendenza della retta per capire le differenze. Piu la retta & pendente, piu la portata
grande, piu coefficiente angolare & grande.

Pensa che le Cascate dell'lguazu (al confine tra Brasile e Argentina) hanno una portata di 1756 m3/
sec, quindi 1756.000 litri al secondo e quindi 1.053.600.00 litri al minuto... la retta sul nostro grafico
sarebbe praticamente in piedi!

3K Piu le rette “stanno in piedi” e piu in coefficiente angolare € grande.

E cosa succederebbe se una retta fosse davvero in piedi? Cioe se fosse parallela all’asse delle y. Bella
domanda! E come prima risposta intanto possiamo dire che questa retta non € una funzione in
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guanto per un valore di x (quello in cui la retta interseca I'asse delle x) ¢’é piu di un valore di y, anzi
addirittura ce ne sono infiniti valori!

La retta tende a mettersi in piedi se, nella frazione che abbiamo visto, abbiamo “zero” al
denominatore. Dato che il denominatore € il tempo, ci sarebbe la possibilita di versare la quantita
d’acqua che volete in un tempo equivalente a zero, con infinita velocita. Praticamente non fate
neanche in tempo a spogliarvi per fare il bagno che avreste gia la casa sott’acqual Scherzi a parte,
quello che abbiamo intravisto &€ un modo di vedere il concetto di infinito. Infatti se € possibile versare
I'acqua in "tempo zero”, allora la portata dell’impianto equivale all’infinito. E se pensi che la retta delle
cascate sia “vicina” all'infinito, la matematica vi dice che non c¢’e errore piu grosso! Anche se ci fosse
una cascata che versi tutta I'acqua della Terra su un’altro pianeta in un secondo, I'infinito sarebbe
comungue... infinitamente distante.

L bagwo piie complicato @

Nella mia vasca, il rubinetto dell’acqua fredda la riempirebbe in 6 minuti e 40 secondi e quello

dell’acqua calda invece ce ne metterebbe 8. Finito il bagno, aprendo il tappo ci vogliono 13 @
minuti e 20 secondi per svuotare la vasca. Purtroppo sono moto distratto e una volta ho

provato a riempire la vasca aprendo entrambi i rubinetti, ma purtroppo avevo dimenticato di

chiudere il tappo! Secondo voi sono riuscito o stesso a afre il bagno?
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Decivoto. — Livello 1 s >

Quanto una funzione cambia

La derivata € un concetto importante e profondo. Potra essere utile in vari modi e situazioni ma la
cosa piu importante € capire di cosa si tratti. La derivata pud essere pensata come la misura di
quanto una quantita cambi al variare di un seconda. Il primo esempio che si fa di solito & pensare alla
derivata della posizione di un‘automobile rispetto al tempo: questa & la sua velocita.

* In matematica, la derivata € la misura di quanto il valore di una funzione cambi al variare
del suo argomento.

La derivata di una funzione € una quantita che si calcola punto per punto. Nel caso di funzioni a valori
reali, essa € la pendenza della tangente al grafico della funzione in quel punto.
Proviamo a capire questo con una situazione quotidiana.

Funzione pewalewte

fil

Un cartello stradale ci avvisa che la pendenza della strada e del 12%. Che cosa significa?

I 12% ¢ il rapporto tra “strada in verticale” e “strada pianeggiante”, ovvero il rapporto incrementale
della pendenza. Vuol dire che a ogni 100 metri di spostamento in orizzontale corrispondono 12 metri
di spostamento in verticale. La parola “rapporto” & giustissima perché ha a che fare proprio con una
frazione. Infatti, provando a pensare al profilo della strada come un triangolo, la frazione viene fuori.

s b

a

Il cartello stradale ci sta dicendo che il rapporto fra il cateto minore e il cateto maggiore vale il 12%,
owvero 0,12. In “matematichese” possiamo dire che

é:0,12:12%
a

* Cosa succede provando a vedere il profilo di una funzione come il profilo di una strada”?

Il risultato € avere un unico valore di derivata solo se la funzione mantiene sempre la stessa pendenza,
mentre se questa variasse, avremmo bisogno di una quantita che punto per punto ci dica quanto vale
il “tasso di crescita” (0 decrescita) di una funzione. Quanto ripidamente si sta impennando o
scendendo.

Proviamo allora a guardare il profilo di una funzione e approssimare la sua pendenza con una retta
che unisce due suoi punti lontani, come nella prima immagine.
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Abbiamo individuato due punti su questa funzione che si chiamano P e Q, che hanno le seguenti
coordinate P:(xo, f(xo)) € Q:(xo+h,f(xo+h)). Immaginiamo poi di unire via via questi punti P e Q fino a farli
diventare un punto solo. Come? Bisogna pensare che guesta volta & h a diventare sempre piu piccola
e ad awvicinarsi a zero, infatti h rappresenta la differenza di ascissa tra i due punti. In particolare
facciamo muovere il punto Q sempre piu vicino al punto P. Via via che uniamo i punti, la pendenza
sara sempre piu simile alla pendenza della curva nel punto P.

E adesso la “magia”: operiamo un limite e ci spingiamo a una distanza cosi piccola che tende a zero.

/ . flxo+h)— f(zo)
f'(z¢) = lim
h—0 h
Questo limite si chiama proprio limite del rapporto incrementale o derivata di una funzione.

* La cosa piu profonda e importante da capire & che anche la quantita che abbiamo scritto
qui sopra, a sua volta € una funzione (che si indica con un’apice) e ci dice quanto vale,
punto per punto, la pendenza della funzione di partenza. Quindi f’(x) € la derivata di f(x).

Abbiamo portato al limite il rapporto fra causa ed effetto (ricordate la pendenza della strada?).

Nel caso in cui la derivata esista (ovvero la funzione sia derivabile) in ogni punto del dominio, la si pud
vedere a sua volta come una funzione che associa ad ogni punto proprio la derivata in quel punto.

Il concetto di derivata &, insieme a quello di integrale, uno dei cardini dell'analisi matematica e del
calcolo infinitesimale.

Possiamo giudicare anche “ad occhio” se la derivata sia giusta oppure no. Quando la pendenza ¢é alta
(la funzione cresce o decresce velocemente), allora la derivata ha un valore grande, e viceversa.
Quando la funzione non cresce del tutto (0 non decresce), allora la derivata deve essere uguale a
zero. Quando la funzione tende all’infinito allora succede qualcosa di particolare anche alla derivata.
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|n+63rale — Lvelo 1 sw 3

Come misurare larea di ogni funzione

L'area totale della “scala” sara allora la somma di tutti i contributi dati dai rettangoli.

Ascoala = U(tl)(tl — to) + ’U(tg)(tg — tl) + U(tg)(tg — tg) —|—U(t4)<t4 — tg) +...

Owviamente meno sino le suddivisione € meno buona sara I’'approssimazione.

Fino a quando i rettangoli sono in numero finito ci sara sempre un’approssimazione. Sempre migliore
ma sempre un’approssimazione. Infatti i rettangoli avranno qualche “spigolo” che esce fuori dalla
funzione, oppure la funzione stessa sara troppo abbondante per essere coperta.

E adesso la domanda piu importante di tutta la scheda...

Cosa succedera se i rettangoli diventano infiniti?
()

Per avere rettangoli che siano perfettamente aderenti alla funzione, essi avranno, mano a mano, una
base sempre piu piccola, infinitesimale e un’altezza pari al valore della funzione in quel punto. Quello
che dobbiamo fare allora & calcolare € il seguente, dove inventiamo anche un simbolo per il risultato.

k 60
lim lim v(t,) - dt = / v(t) - dt
0

n=1

Vediamo con calma di che cosa si tratta. Nella formula ¢’e solo scritto quello che abbiamo pensato di
compiere poco fa: far tendere a zero la base dei rettangoli e quindi far tendere I’altezza dello stesso al
valore della funzione in quel punto. La sigma € un simbolo che serve a indicare che poi dobbiamo
sommare tutti questi infiniti rettangoli che nascono da questo processo di astrazione. In pratica ¢ il
limite all’infinito della sommatoria che abbiamo visto prima.

* Da qui nasce il simbolo di integrale, una “S”, che sta per “Somma” allungata. In basso
abbiamo da dove parte e in alto dove arriva.

Proprio come ci aveva fatto capire Achille che pud superare una tartaruga [ —»> Vedi schedo...,

questo e un processo al limite che ci aiuta a calcolare I'area sottesa da una qualungue funzione, a
patto di conoscerne la scrittura. Questa operazione si chiama integrazione e la esse allungata si
chiama integrale. Il risultato dell’operazione che c¢’e sopra restituisce I'area esatta sotto la funzione, e
quindi lo spazio percorso dall’automobile.

Xk L'integrale € una operazione che fa le somme “nel continuo” e non “nel discreto”, come
siamo abituati noi guardando le nostre dita.

Piu avanti vedremo come fare a fare questa operazione. Infatti, come per fare I’addizione in colonna ci
sSoNo regole da rispettare, anche per fare I'integrale abbiamo regole che riguardano il continuo, quindi i
numeri reali.
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La derivata e l'integrale sono due facce della stessa medaglia, anzi sono proprio I'una I'opposto

dell’altra. '
Semplificando, possiamo dire che, se prendessimo una funzione, calcolassimo prima la sua

derivata e poi con il risultato il suo integrale, otterremmo nuovamente la funzione iniziale. |

passaggi in derivazione si dicono “in discesa”, in quanto le regole per la derivazione sono note per quasi tutte
le funzioni, mentre i passaggi in integrazione sono “in salita” perché € molto piu difficile svolgere questa
operazione.

Due facce della medaglia 7

una storia tntegrale - da sistemare

L 'idea di base del concetto di integrale era nota ad Archimede di Siracusa, vissuto tra il 287 e |l

212 a.C., ed era contenuta nel metodo da lui usato per il calcolo dell'area del cerchio o del

segmento di parabola, detto metodo di esaustione.

Nel XVII secolo alcuni matematici trovarono altri metodi per calcolare |'area sottesa al grafico di

semplici funzioni, e tra di essi figurano ad esempio Fermat (1636) e Nicolaus Mercator (1668).

Nel diciassettesimo e diciottesimo secolo Newton, Leibniz, Johann Bernoulli scoprirono indipendentemente il
teorema fondamentale del calcolo integrale, che ricondusse tale problema alla ricerca della primitiva di una
funzione.

La definizione di integrale per le funzioni continue in tutto un intervallo, introdotta da Pietro Mengoli ed
espressa con maggiore rigore da Cauchy, venne posta su base diversa da Riemann in modo da evitare il
concetto di limite, e da comprendere classi piu estese di funzioni. Nel 1875 Gaston Darboux mostrd che la
definizione di Riemann puo essere enunciata in maniera del tutto simile a quella di Cauchy, purché si intenda il
concetto di limite in modo un po' pit generale. Per questo motivo si parla di integrale di Cauchy-Riemann.
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Coefficiente OJ\SO'WE Mogico

| trucchi della geometria analttica

La geometria analitica, prende anche il nome di geometria cartesiana per cid che ha fatto Cartesio per
inventarla. Attraverso le cosi dette coordinate cartesiane € possibile studiare forme geometriche. Si sa
quanto questo tipo di geometria sia utile per fare i calcoli piu disparati, soprattutto per la
progettazione, dai palazzi ai motori a scoppio.

* Ma a volte, questo tipo geometria puod servire anche... per la magia.

Andiamo a vedere una trasformazione geometrica abbastanza tranquilla. Prendiamo un
quadrato, lo dividiamo in parti e ricostruiamo il tutto come un rettangolo.

Quello che si fa e dividere il quadrato nei pezzi che sono segnati € metterli assieme formando il
rettangolo. Come si pud facilmente contare, il quadrato ha misura 8x8=64, mentre il rettangolo ha
misure 13x5 ovvero... 65 quadratini!

3K Questo & un mistero magico che sembra ignorare la geometria analitical

Anche se la matematica parla di oggetti che non esistono (davvero), non si tratta di magia nel senso
“vero” ma di un trucco, cosa piu importante per il mago e cosa fatta spesso con la matematica.
Partiamo dalla convinzione che I'area non pud cambiare una volta che viene sezionata e riassemblata.
Se una volta riassemblata si copre un’are maggiore allora significa che non si copre tutta la superficie
e si lascia una parte scoperta.

Cosa e successo secondo te? La geometria analitica € importante in questo caso?
[}

Now a caso...
| numeri usati per questa piccola magia sono stati 5, 8 e 13. Non & un caso che 5+8=13! Infatti 9
questi si chiamano “numeri di Fibonacci”, molto famosi anche grazie al famosissimo romanzo di ()

Dan Brown “Il Codice Da Vinci”. Ecco cosa ne pensava Keplero, nel ‘60Q: “Come 5 sta a 8, cosi
8 sta a 13, all'incirca, e come 8 sta a 13, cosi 13 sta a 21, all'incirca”. E possibile fare altri casi
simili a questo proprio con tre numeri di Fibonacci... buon divertimento!
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Il trucco & fare in modo che 'area sia piccolissima (un solo quadratino) ma soprattutto distribuita in
maniera quasi invisibile. Ecco dove ¢ sistemato il quadratino facendo uno zoom.

Ly -
|

Quello che si forma sembra un “tagliuzzello” alla tela come quelli fatti da Lucio Fontana nelle sue
opere piu famose. Andiamo a vedere perché. Il quadrato & stato diviso in quattro pezzi uguali a due a
due, due triangoli 3x8 e due trapezi rettangolo con lato maggiore 5, lato minore 3 e altezza 5. Questi
vengono riassemblati in modo tale che l'ipotenusa del triangolo prosegue il lato obliquo del trapezio.
Ma per proseguire in maniera corretta, ciogé allungando un lato, & necessario che I'allungamento abbia
la stessa inclinazione, lo stesso coefficiente angolare e in questo caso non € cosi!

La parte cartesiana di noi stessi sa che I'inclinazione di una retta si puo trovare considerando due
punti su una retta, mettere la differenza di ordinata al numeratore, fratto la differenza di ascissa.

Y2 — U1
m=———
Lo — 1

Per trovare il coefficiente angolare dell’ipotenusa, facciamo una frazione con al numeratore il cateto
verticale e al denominatore il cateto orizzontale. In questo caso abbiamo 3/8=0,375 per il triangolo e
2/5=0,4 per il triangolino dentro il trapezio. Quasi uguali ma non ugualil Le salite del trapezio che sono
leggermente piu ripide € si creerebbe proprio il “buchetto” che abbiamo visto ma che & quasi invisibile
senza zoom. Il caso piu famoso di questo tipo di magia & di Paul Curry, considerato un mago ma che
si appoggia sempre sulla geometria analitica. Beh, so che € un po’ particolare ma mi sembra molto
carino farti vedere come dividendo il triangolo in parti, come a sinistra, e ricombinandole si trova che
manchi qualcosa.

L

‘? Con chi bisogna prendersela per il furto del quadratino? A te la rispostal
|
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Quando gocare & CoSO. Serio

L a teoria del gioch

Quando parliamo di teoria dei giochi non si tratta ne di una teoria per fare un videogioco ne di
qualcosa che si applica solo a vincere a un giochino. Parliamo di qualcosa che ci fa anche capire
meglio il mondo quotidiano...

L'asta del telefonino

a
Qualche anno fa, negli Stati Uniti, lo studio della procedura d’asta con cui assegnare I'
concessioni per I'uso di bande radio ad alta frequenza per telecomunicazioni e cellulari & stato =
affidato ad un gruppo di esperti di teoria dei giochi. Il loro compito era duplice: da un lato

consisteva nel massimizzare i profitti del governo, dall’altro nell’evitare la concentrazione delle

concessioni a poche grosse compagnie. La procedura messa a punto ha permesso profitti otto volte superiori
a quelli preventivati e le imprese minori hanno ottenuto il 47% delle bande disponibili contro il 12% che una
simulazione ha mostrato essere il risultato piti probabile di una procedura tradizionale.

Si pud sentir dire che la matematica € come un gioco, oppure che con i giochi si pud imparare la
matematica. O ancora che ovunque la matematica sia nata, al suo fianco sono nati giochi per
applicarla o per dimostrarla. Un gioco un po’ particolare certo, ma alcuni meccanismi, strategie
risolutive, metodi di ragionamento della matematica sembrano essere molto simili a quelli che si
sviluppano in un giocatore di scacchi, ma non solo. Il gioco, inteso come affrontare un avversario,
sfidarsi con un’altra persona, misurare la propria abilita contiene in sé molti elementi che sono
fondamentali per la crescita, la comprensione e o sviluppo delle abilita matematiche. Non € un caso
che molti bravi matematici o informatici siamo interessati nei giochi come i gia citati scacchi ma anche
la dama, il “GO!”, i rompicapo € molti altri. Ma c¢’¢ di piu. Non solo il gioco & molto utile
all’apprendimento e alla sviluppo delle facolta matematiche, ma & vero anche il contrario, ¢’é chi ha
pensato di sviluppare una teoria matematica per dare una risposta ad alcune domande inerenti i
giochi e ha trovato risposte straordinarie. Partiamo da una semplice situazione che, ahime, sembra
essere molto attuale.

C’e un caso famosissimo per cominciare a ragionare sulla teoria dei giochi e sulle strategie migliori da
prendere in determinati casi della vita. Cominciamo da quello.

Dilemma del prigiontero

Due criminali vengono accusati con prove indiziarie di aver compiuto una rapina. Gli investigatori

li arrestano entrambi per il reato di favoreggiamento. A ognuno di loro vengono date due scelte:
confessare |'accaduto, oppure non confessare. Viene inoltre spiegato loro che:

1.se solo uno dei due confessa, chi ha confessato evita la pena; I'altro viene pero condannato a
7 anni di carcere.

2.se entrambi confessano, vengono entrambi condannati a 6 anni.

3.se nessuno dei due confessa, entrambi vengono condannati a 1 anno.

| due possono comunicare ma al momento della scelta si troveranno da soli con il giudice e una volta fatta la
scelta non potranno pitl parlare con nessuno.

Questo gioco & stato proposto per la prima volta negli anni ’50 da Albert Tucker. Cerchiamo di capire
con una piccola tabella la situazione per il primo e per il secondo criminale a seconda delle scelte
dell’altro.
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Situazione per il primo criminale

Secondo criminale
. - Confessa Non confessa
Primo criminale
Confessa 6 anni 0 anni
Non confessa 7 anni 1 anni
Situazione per il secondo criminale
Secondo criminale
. - Confessa Non confessa
Primo criminale
Confessa 6 anni 7 anni
Non confessa 0 anni 1 anni

Come si pud notare, essendo la situazione simmetrica rispetto alle decisione e alle
conseguenze, la tabella del secondo criminale sara simmetrica rispetto a quella per il primo.
Andiamo a sintetizzare in una sola tabella la situazione e le prospettive per entrambi.
Mettiamo i risultati tra parentesi dove sistemiamo i termini in questo modo:

(primo criminale, secondo criminale)

Otteniamo questa famosa tabella

Secondo criminale
. - Confessa Non confessa
Primo criminale
Confessa (6,6) 0,7)
Non confessa (7,0) (1,1)

Che fare?

Partiamo dal presupposto che i due malviventi possano comunicare ma al momento del
colloquio saranno soli, per cui anche ammesso che si mettano d’accordo in qualche modo,
magari non si fidano reciprocamente di cid0 che fara I'altro e, una volta solo, decide di
cambiare risposta.

Proviamo ad immedesimarci in un malvivente, il primo ad esempio. Guardando la tabella
riferita alla sua situazione si vede che nel caso in cui lui confessi, ci sarebbero 6 anni di
carcere nel peggiore dei casi (cioe se confessa anche l'altro) ma zero nel migliore (cioe se
I'altro tiene la bocca chiusa). Non confessando invece, ci sarebbero ben 7 anni di carcere nel
migliore dei casi e uno nel peggiore. Ragionando egoisticamente, si sarebbe assolutamente
portati a confessare, infatti sommando le pene, otteniamo 6 anni nel caso in cui confessi (6
anni + O anni) e 8 anni nel caso in cui mantenga il segreto (7 anni + 1 anno). Risultato di
questo ragionamento: conviene confessare.

L'interessante € ora notare che immedesimandoci nel secondo malvivente il ragionamento e
del tutto uguale. Gli anni di pena sono gli stessi anche per Iui, per cui anche a lui converra
comportarsi come il primo malvivente e quindi confessare.

Risultato della situazione, tutti e due i malviventi confessano prendendosi 6 anni di carcere
ciascuno.
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Xk Operando in modo tale da ottenere il miglior risultato per sé stessi non hanno raggiunto il
miglior risultato per il gruppo composto da loro due.

Infatti la somma delle due pene € 12 anni quando sarebbe potuto essere solo di 2 nel caso in
cui entrambi non avessero confessato.

In altre parole, il comportamento migliore, il comportamento quindi piu razionale da
mantenere, risulta essere una cattiva scelta per il gruppo e, in ultima analisi, una cattiva scelta
anche per il singolo. In casi come questo, si dice che c’eé una strategia dominante che,
sempre in questo caso, € la non collaborazione. Ma questa strategia non porta al miglior
risultato che si otterrebbe solo grazie alla collaborazione e, in qualche modo, all’altruismo.

Animall prig Lonlert

Anche tra animali capita lo stesso tipo di problema e anche tra gli animali esiste I'altruismo '
anche se la cosa pud sembrare strana e in contrario con il darwinismo e la “lotta per la
soprawivenza”, in cui l'individuo altruista sarebbe destinato a soccombere in favore a chi

invece lotta per la sua soprawivenza. Esistono perd eccezioni che mettono in evidenza come questo
problema sia tutt’altro che astratto.

Un caso molto interessante di altruismo come strategia vincente e a vantaggio dell'intera specie costituisce p
arte integrante della societa dei Pipistrelli Vampiro: questa specie si organizza in gruppi che vanno dai
venti ai quaranta individui: se un membro del gruppo rimane per giorni senza cibo, interviene un
membro della comunita che, per evitarne la morte, gli dona parte del cibo che si & procurato
cacciando, rigurgitandolo dalla propria cavita orale. Altri esempi di comportamento altruista in natura si
riscontrano nella difesa della cucciolata dei leoni e negli atteggiamenti esplorativi degli spinarelli, un piccolo e
simpatico pesce presente in quasi tutto il mondo.

Piu in generale, si dice che si pud studiare un gioco, nel senso matematico del termine, quando
abbiamo a che fare con piu giocatori che devono operare delle scelte, scelte che cambieranno I'esito
del loro stato e quindi I'esito del gioco stesso. | giocatori potranno interagire tra loro, quindi operare
una scelta piuttosto che I'altra a seconda delle scelte dell’altro giocatore, oppure (nei casi pit semplici
o laddove non & possibile per come €& fatta la situazione) non conoscere le mosse degli altri giocatori,
come nel caso del dilemma del prigioniero. Nella situazione sopra descritta, dove, esaminate le
strategie si ¢ riusciti a trovare una risoluzione razionale del gioco, si dice che & possibile trovare un
equilibrio che si chiama equilibrio di Nash, dal nome di John Nash. John Nash ¢ il matematico che ha
di fatto fondato, alla fine degli anni ’40, la teoria dei giochi e ne ha dato alcuni risultati talmente
fondamentali da aver influenzato persino I'economia a scale macroeconomiche, gli scambi di valuta, i
processi d’asta e molte altri campi legati al’economia e alla finanza. Una volta trovato I'equilibrio di
Nash, & possibile conoscere tutte le mosse dei giocatori € quindi conoscere I'esito del gioco stesso.
Schematizzando, le caratteristiche di un equilibrio di Nash possono essere riassunte come
una situazione nella quale nessun giocatore ha alcuna recriminazione da fare. Inoltre

Anche conoscendo la mossa dell'avversario in anticipo ci si comporterebbe allo stesso
modo. Il tornaconto personale non & migliorabile con atti individuali, benché possa esserlo

con atti collettivi.

Notiamo anche un fatto curioso che viene fuori dai calcoli della teoria dei giochi di questo
famoso esempio. Se ciascuno dei giocatori scegliesse la propria strategia tirando una
moneta, quindi affidandosi solo al caso, cosa succederebbe?

Abbiamo visto che nel caso della scelta razionale (cioé di confessare) si otterrebbe di avere 6
anni di galera per ciascuno. Mettiamo a confronto questo risultato con quello che verrebbe
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fuori dal lancio di una moneta. Supponiamo che sulla moneta, al posto dell’usuale “testa e
croce” c¢i siano le possibilita “confesso”, che chiameremo per semplicita C e “non confesso”
che chiameremo NC. Andiamo a disegnare I'albero delle possibilita che possono realizzarsi
dal punto di vista del primo giocatore.

Si pud vedere come solo nel 25% dei casi (cioé un caso su quattro ovvero il caso in cui il primo
giocatore non confessa e il secondo si) peggiorerebbe la propria situazione rispetto ad una scelta
"razionale". Ben nel 50% dei casi il primo giocatore otterrebbe un beneficio rispetto alla scelta
"razionale".

Comunque nel 75% dei casi non perderebbe nulla rispetto alla scelta "razionale". In ultima
analisi in alcuni casi, anche delicati, risulta migliore un approccio “casuale” piuttosto che non
un approccio ragionato, un risultato incredibile se si pensa che viene fuori proprio da calcoli
matematici e dal ragionamento logico-deduttivo.

A beautiful mind

OKIGIHAL ‘!‘“e‘ S"g John Nash, la cui vita & stata romanzata nel famoso film “A beautiful .
mind” con Russel Crowe, e stato il padre della teoria dei giochi e
“ prese il premio Nobel per I'economia per le applicazioni del suo
teorema dell’equilibrio ai mercati finanziari € ad alcune parti del’economia. La

cosa fantastica € che quando il teorema & stato concepito, Nash era uno studente
a Princeton e forse non immaginava che potesse essere applicato in maniera cosi
profonda ai rami del’economia, cosa che infatti successe molti anni dopo la
pubblicazione del teorema.

STRUMENTI DIDATTICI - Schede di matematica - Giovanni Filocamo per BEIC 37



Lo soluzione & un ponte

Quando gioco e matematica si alutano a vicenda

In 3enerode lo. grondezzo. dell’insesno non garantisce mai
dollossurdito. delle opinioni obbrocciote.
(Leonhard Euler)

E possibile giocare per imparare la matematica ma esiste anche la possibilitd che la matematica aiuti
a risolvere giochi. Il problema dei sette ponti di Kénigsberg € un problema ispirato da una situazione
concreta in una citta reale. La citta di Kdnigsberg, citta russa ora chiamata Kaliningrad, famosa per
aver dato i natali al filosofo Immanuel Kant (1724-1804), e percorsa dal fiume Pregel e da suoi affluenti
e presenta due estese isole che sono connesse tra di loro e con le due aree principali della citta da
sette ponti.

una passeggiata problematica

Dai un’occhiata a questa mappa e cerca di fare una passeggiata rispettando le regola qui sotto.
1.Percorrere ogni ponte.

2.Non tornare mai su un ponte di nuovo.
3.Tornare al punto di partenza.

Nel 1736 Leonhard Euler (nome latinizzato a Eulero) lavord sul problema e dimostrd che non era
possibile trovare una simile passeggiata. E’ considerato uno dei primi risultati che non dipendono da
nessun tipo di misurazione, vale a dire uno dei primi risultati di una parte molto importare della
matematica che si chiama topologia.

La leggenda urbana dice che intorno al 1750 i borghesi di Koénigsberg, durante la domenica
passeggiassero per la loro citta cercando di risolvere il problema.

Per riuscire a risolvere questo problema, Eulero costrui la base per una teoria matematica nuova di
zecca: la teoria dei grafi. Disegnd uno schema che riportasse il problema alla sua essenza, ovvero,
usando la solita, immancabile e formidabile capacita di sintesi della matematica, imposto il problema
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in modo tale da mettere in luce solo gli aspetti essenziali per confermare, o confutare, la possibilita di
trovare una sua risoluzione.

Schematizzo le terre con semplici punti, che si chiamano nodi del grafo, e i ponti come linee che
congiungono i nodi: gli archi. La figura che ottenne € qualcosa di simile alla seguente.

Abbiamo quindi astratto il problema e le parti di terra si sono ridotte a punti, abbiamo costruito quello
che si chiama un grafo. Possiamo anche contare il numero di archi che arriva in ogni nodo, questo si
chiama grado del nodo. Ecco il grado dei nodi della figura dei ponti di Kénigsberg a sinistra e |l
conteggio a destra.

C 3

nodo

arco

3

3K Non & piu importante la distanza da un ponte all'altro, I'unico dato che ci serve & sapere e
quali porzioni di terra il ponte collega e come.

Tornando al problema di partenza, il motivo per cui non esiste una passeggiata che attraversa ciascun
ponte esattamente una volta si pud vedere in maniera diretta sul grafo! Ogni linea, se entra in un
punto ne deve anche uscire. Di conseguenza, tutti i punti devono avere un numero pari di "ponti",
ovvero di collegamenti se vogliamo che si faccia una passeggiata passando una volta per ogni ponte.
Stop. Una risoluzione diretta e semplicissima di questo problema. C’e poi un piccolo caso extra: si
pud anche considerare la possibilita di NON tornare al punto di partenza ma sempre passando una
volta su ogni ponte e passando per tutti i ponti. In questo caso deve essere pari I'ordine di tutti i nodi
meno due (i punti di partenza e di arrivo), e si deve per forza partire e arrivare su questi nodi dispari.

Questa spiegazione “euristica”, alla quale é possibile arrivare con il ragionamento (nhon che sia poco,
beninteso), fu trasformata da Eulero in un famoso teorema. Eccolo
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Un grafo si dice percomibile se esiste un percorso che attraversa tutti | nodi una e una
Sola volta (non necessariamente partiamo e arriviamo nello stesso punto).

Un qualsiasi grafo e percorribile se e solo se ha tutti | punti ai grado pari, o due di essi
SONo Al grado dispari; per muoversi su un grafo percormbile con due punti di grado
dispari, & necessario partire da uno di essi, e si terminera sullaltro punto dispari.

Se tutti i punti sono di grado pari (cosi il punto di partenza e il punto di arrivo coincidono), si dice che il
grafo & uno circuito euleriano; se si lascia cadere la richiesta che il punto di inizio e il punto finale
coincidano, allora vi possono essere nessuno o0 due vertici toccati da un numero dispari di spigoli, e
un tale cammino viene chiamato cammino euleriano. Ovviamente i nomi di queste scoperte sono
legate a Eulero, uno dei piu grandi matematici della storia.

La matematica cambia

C’e un fatto curioso circa questo problema: attualmente a Konigsberg (ovvero Kaliningrad) c’e

un ponte in pit nell’area che abbiamo preso in considerazione per il nostro problema. Con '
I'aggiunta di questo ponte, ora, € possibile passare per tutti i ponti una e una sola volta
partendo da un'isola e arrivando nell'altral Prova a disegnare il grafo e a vedere se & vero!
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Allenamento grafico @

Ecco un po’ di grafi per fare allenamento. La domanda & sempre quella iniziale, pensa che il
grafo venga fuori da una mappa. Buon divertimento! @

Credo che anche tu, come forse ha fatto anche Eulero, nella tua carriera scolastica forse hai
scarabocchiato su di un foglio di carta forme come queste.....

Famose casette e quadrati con dentro la croce, o forme simili, che dovevano essere percorse con un
colpo solo senza mai staccare la matita dal foglio. Questo equivale, per gli abitanti di Kénigsberg, a
fare la passeggiata senza mai passare due volte dallo stesso ponte e... senza mai volare.

* Abbiamo adesso a disposizione lo strumento fondamentale!

E adesso, con un veloce colpo d'occhio, possiamo dire se la cosa & possibile oppure no. Andiamo
allora a contare I'ordine dei nodi della casetta:
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® | nodi B, E, sono identici, & hanno ordine 4
® | nodi D e C sono identici e hanno ordine 3
® |l nodo centrale F ha ordine 4

@ Il nodo A ha ordine 2

Dato che tutti i nodi sono pari, tranne i due nodi C ed D, allora concludiamo che il disegno si pud fare
ma solo partendo dal punto giusto, ovvero proprio uno dei due punti alla base. Ecco qualche
esempio.

P Ci sono anche piu possibilita. Quali sono? e come si pud contare quante sono in tutto?
()

Come preannunciato dal bravo Eulero! (che, ironia a parte, & considerato universalmente come uno
dei piu grandi matematici della storia €, da alcuni, addirittura il piu grande). Come prescritto, siamo
riusciti ad eseguire il disegno e, partendo da un nodo dispari, siamo finiti nell’altro nodo dispari.

Forse qualcuno ha anche provato a disegnare la casetta senza tetto, forse perché si ottiene una
forma piu simile ai palazzi cittadini, chissa, ad ogni modo la forma che vorremmo ottenere adesso &
pressappoco questa
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C

Andiamo a fare il solito conteggio dei hodi, ormai siamo bravissimi!

D

® | nodi B, C, D ed E sono uguali € hanno ordine 3
@ |l nodo centrale F, come prima, ha ordine 4

Non & quindi possibile eseguire il disegno senza mai staccare la matita dal foglio.

Se vuoi essere particolarmente diabolico e somigliare a un illusionista, dopo aver fatto questa scheda
potresti sfidare qualcuno e fargli vedere che tu riesci ad arrivare alla soluzione con grande velocita,
magari potresti proporre con un problema impossibile...

La teoria dei grafi, € in particolare il teorema che abbiamo appena visitato, € molto utile per trovare la
strada verso la soluzione di molti problemi, anche molto diversi fra loro.

una vita sul grafi

Uno dei matematici piu attivi nella ricerca sula teoria dei grafi fu Paul Erd6s un personaggio

davvero unico nel panorama della matematica. Sebbene la sua grandezza come matematico .
fosse riconosciuta e confermata dai numerosi premi ricevuti, Erdés divenne famoso per il suo

stile di vita "vagabondo": tra una conferenza e l'altra girovagava tra i continenti presentandosi

alla porta dei suoi colleghi matematici annunciando “la mia mente & aperta”. Questa frase stava a significare
che era pronto a lavorare con il matematico e che si aspettava che questo lo ospitasse a casa sua durante la
loro collaborazione. Collaborazione che si traduceva in 18 - 19 ore al giorno di lavoro e questo spesso

metteva a dura prova la capacita di concentrazione dei padroni di casa. Erd6s non desiderava denaro o
celebrita, la maggior parte del denaro che riceveva per le conferenze lo donava a cause benefiche e teneva
solo una piccola parte del denaro per soddisfare il suo frugale stile di vita. Non possedeva una casa e tutte le
sue proprieta materiali erano racchiuse in due logore valigie che lo accompagnavano ovunque andasse.
Erd6s e stato uno dei piu prolifici matematici della storia, ha scritto 1485 articoli di matematica durante la sua
vita.

Paul Erdés defini una volta i matematici come delle macchine che trasformano caffe in teoremi.
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Sciotori di funzioni

Limportanza della dervata e 1l significato a piu dimension

La matematica ci circonda, non perché intorno a noi ci siano tanti numeri, ma perché fare matematica
spesso vuol dire inventarsi la soluzione per risolvere un problema.

* Cominciare a guardare i problemi con “I'occhio del matematico” potrebbe cambiare la
nostra vita.

Consegwe veloct

Un commesso viaggiatore deve consegnare una serie di pacchi in varie localita. Dovete aiutarlo
a scegliere il percorso migliore in modo tale da finire il suo giro presto e tornare a casa per
godersi la partita. Come fare?

Nella figura abbiamo un esempio con un punto di partenza e tre da raggiungere (A, B, C e D) e un
tempo di percorrenza per ogni tratta.

* Ma facciamo una delle cose che si fa in matematica: si comincia a risolvere un caso
semplice del problema che ci interessa e poi si applica la soluzione al caso complesso.

Supponiamo che i luoghi da raggiungere siano solo tre, che chiameremo A, B e C e supponiamo che
si impieghi lo stesso tempo per ogni tratta.
Allora dovremo scegliere uno tra i possibili percorsi da eseguire, ma quanti sono? Questa € un’altra
domanda interessante e richiama un intero “pezzo” do matematica: il calcolo combinatorio.
La prima meta si pud scegliere in tre modi distinti:
A, B o C. La seconda in due modi, quelli imanenti e per la terza non c’é scelta, & 'unica rimasta.
Quindi tre possibilita all’inizio e, per ognuna di queste, due possibilita. In totale quindi sei possibili
percorsi, eccoli:

ABC, ACB, BAC, BCA, CAB, CBA
Con un grafico la cosa si capisce ancora meglio.
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Sarebbe semplice calcolare (o far calcolare a un computer) il tempo impiegato per ognuno di questi
percorsi e poi scegliere il piu corto, basta ordinare sei numeri dal minore al maggiore. Ma ogni
commesso viaggiatore sa che le mete di un giro di consegne sono molte di piu di tre e aumentando le
mete le cose si complicano molto. Cominciamo con quattro. Queste sono le possibilita:

ABCD, ABDC, ACBD, ACDB, ADBC, ADCB, BACD, BADC, BCAD, BCDA, BDAC, BDCA, CABD,
CADB, CBAD, CBDA, CDAB, CDBA, DABC, DACB, DBAC, DBCA, DCAB, DCBA

In totale contiamo 24 percorsi in tutto. A questo numero possiamo arrivare anche come prima, cioe
considerando che in prima istanza abbiamo a disposizione 4 mete, poi altre 3 per ognuna di queste, 2
per ognuna di queste ecc... per cui al numero 24 ci si pud arrivare con il prodotto fra queste
possibilita, ovvero 4-3-2:1=24. Nota come questo numero sia molto cresciuto; se avessimo
considerato 5 mete, i percorsi sarebbero diventati ben 120 (facendo 5-4-3-2-1=120) e con 20 mete il
numero di percorsi possibili sarebbe circa 2500000000000000000! L’operazione che abbiamo
costruito si chiama fattoriale e si indica con un punto esclamativo. Quindi il numero di percorsi
avendo n mete e uguale a n! Questo numero tende ad aumentare molto velocemente per cui il
numero di percorsi aumenta in maniera brutale al crescere delle mete da visitare.

Abbiamo notato che il metodo di calcolare tutti i percorsi e scegliere il piu conveniente non
riporterebbe il nostro commesso alla sua partita. Certo, ora si puo far lavorare i computer per fare
tutte queste prove ma anche cosi sarebbe un compito improbo: gia mille mete da raggiungere

darebbero del filo da torcere a qualsiasi supercomputer, e i problemi che si vogliono risolvere
constano di oltre mille punti da raggiungere, a volte molti di piu.

Titolo Box

a
Il problema sollevato € di considerevole importanza pratica, al di la delle ovvie applicazioni nella l
logistica e nei trasporti. Un esempio classico riguarda la costruzione di circuiti stampati, in =

modo da minimizzare il percorso del trapano per creare i fori nella piastra. Nelle applicazioni di
foratura o di rifinitura automatica eseguite da robot, le “citta” sono pezzi da rifinire o fori (anche

di varie dimensioni) da praticare, € il “costo di viaggio” include i tempi morti (per esempio il tempo che il robot
impiega, se necessario, per cambiare la punta con cui lavora).
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Il problema in cui ci siamo imbattuti prende proprio il nome di “problema del commesso viaggiatore”,
ed ¢ talmente arduo che non ha ancora trovato una risposta. Al momento, non esiste un algoritmo,
una procedura di calcolo precisa che permetta di scegliere il percorso migliore guardando solo i tempi
di percorrenza e la disposizione dei luoghi da raggiungere. E stato invece dimostrato che problemi
come questo sono cosi complessi da meritarsi addirittura un nome, cioé problemi NP-completi, (NP
sta per Non Polinomiale), la categoria con la piu alta complessita che si possa immaginare.

La parte della matematica (ma soprattutto dell’informatica teorica) che studia questi argomenti si
chiama teoria della complessita algoritmica.

Abbiamo perd una strada per trovare una soluzione che, pur non essendo necessariamente la
migliore, possiamo sperare che ci si awvicini. Si usano algoritmi euristici, ovvero dei metodi che ci
permettono, tra I'altro, di scartare le configurazioni che sicuramente rappresentano una cattiva
soluzione. Quindi, una volta limitate le possibilita, sara possibile eseguire il calcolo su tutti i percorsi
rimasti, come abbiamo fatto prima. Possiamo dire che a oggi sono stati progettati vari algoritmi
approssimati che hanno un’alta probabilita di produrre una buona soluzione velocemente.

Xk In questo caso parliamo di matematica applicata, quindi utile per la vita di tutti i giorni.

Problemi di questo tipo affollano la nostra testa di continuo: ogni giorno & necessario operare delle
scelte sulla base del ragionamento, dell’esperienza e di molti altri fattori. Andiamo prima alla sala
giochi e poi in piscina? Dovendo fare tre commissioni, dove vado per prima? Nel posto piu vicino?
No, perché ci arriverd quando il traffico sara al massimo, meglio al ritorno... e cosi via. Sono domande
cui ogni giorno ognuno di noi deve dare una risposta spesso veloce e che necessita di una soluzione
a... bassa complessita algoritmica per essere elaborata.

In questi problemi vengono tirate in causa moltissime variabili e altrettante incognite, quindi trovare il
minimo della funzione & molto piu difficile perché non sono solo due variabili. Abbiamo visto che cosa
sia una funzione di una variabile e che cosa voglia dire calcolare la sua derivata, il suo tasso di crescita
0 decrescita. Una delle applicazioni piu utili &€ stata proprio usare la definizione di derivata per capire
quando una funzione ha un massimo o un minimo. Pertanto, nel momento in cui una funzione
rappresenta I'andamento di una quantita che varia in funzione di un’altra, capire quando si verifica un
massimo o un minimo ci puod aiutare a “ridurre gli sprechi”. Un problema complesso ha molte variabili,
quindi sara modellizzato da una funzione con molte variabili.

Per funzioni come queste si definisce una quantita che si chiama derivata parziale. Si tratta della
derivata che abbiamo gia visto ma se ne definisce una per ogni “direzione”, ovvero una per ogni
variabile. Diamo un’occhiata a quanto succede con una funzione di due variabili il cui grafico sara in
tre dimensioni e potrebbe essere come quello in figura.

STRUMENTI DIDATTICI - Schede di matematica - Giovanni Filocamo per BEIC 46



Se volessimo trovare i minimi di questa strana montagna, il metodo che si pud usare & scegliere un
punto a caso da cui partire e poi vedere dove ci porta “la valle”.

3K Per ottimizzare si usa lo stesso metodo che per sciare.

Se siamo abbastanza spericolati, scegliamo sempre il pendio maggiore, la direzione che ci porta ad
andare piu velocemente verso valle. In matematica si puo fare la stessa cosa: si valutano le direzioni in
cui muoversi e poi si “scia” fino in fondo alla valle grazie alla derivata (che per funzioni di piu variabili si
chiama gradiente). Il problema sta nel fatto che non possiamo mai essere sicuri di aver davvero
raggiunto il fondo (per una funzione non ci sono, di solito, stazioni della funivia), quindi ci tocchera
provare in tutte le direzioni fin quando ci accorgeremo che, ovunque si vada, si trova una salita.
Purtroppo anche a questo punto non possiamo essere certi che non c¢i sia una stazione in un’altra
valle che sia ad altitudine inferiore; infatti questo metodo € valido per trovare quelli che si chiamano
minimi locali della nostra funzione, ma spessissimo & molto utile. A contrapporsi ai minimi locali c’e il
minimo globale, che & il minore dei limiti locali, I'impianto sciistico dove di solito ci sono i parcheggi
per le automobili e dove si prende una bella cioccolata calda a fine giornata.

nassimo globale

massimo 0C:

minimo

minimo globale
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E+no—Pi+agora

I teorema piu famoso era conosciuto prima di esistere

Tutto & numero

(PiJr(Aﬁora)

Magari ti sara capitato di dire che la matematica & “arabo”, owiamente per far intendere che non si
capisce niente.

* Senza saperlo hai detto qualcosa di molto profondo invece!

Infatti il nostro modo di contare viene proprio dal mondo arabo e grazie Fibonacci, un fiorentino che,
lavorando nei mercati arabi, ha imparato a contare nel loro modo e gli sembrava un metodo molto
migliore di quello che c’era in ltalia (il metodo romano).

Ma parleremo di queste cose un’altra volta, ora ti faccio vedere qualcosa... in cinese! Quella che
vedremo infatti & la dimostrazione di quello che noi conosciamo come Teorema di Pitagora da parte di
un matematico cinese, Kau Ku. La cosa strabiliante (per noi) &€ che se secondo voi questo teorema
dovrebbe avere un nome, allora si dovrebbe chiamare proprio “Teorema di Kau Ku” in quanto & stato
dimostrato 200 anni prima da lui rispetto a Pitagra.

Ricorda che la matematica € un linguaggio universale con cui comunicare idee, quindi non
non aver paura e andiamo avanti riguardo il teorema piu famoso: il teorema di Pitagora.
Riguarda il rapporto fra aree di forme geometriche e recita piu 0 meno che
I quadrato costruito sullipotenusa di un triangolo rettangolo e uguale alla somma del quadrali costrulti
sui catetl,

Grazie a questo teorema 'uomo ha raggiunto traguardi incredibili, per cui vale la pena di dare uno
sguardo al suo contenuto e al suo significato.
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Credo che possiamo essere tutti d’accordo sul fatto che un triangolo sia una figura geometrica piana
costituita da tre lati (e da tre angoli naturalmente). Alcuni triangoli sono speciali perché hanno un
angolo di 90° detto anche angolo retto. In questo caso, come si vede nella figura, i due lati “corti”
prendono il nome di cateti (letteralmente “linea perpendicolare”) e il lato lungo che li unisce prende |l
nome di ipotenusa (che significa “linea tesa sotto”), ma questo credo che tu gia lo sappia vero?.

Il teorema dice che I'area del quadrato C & uguale alla somma dell’area del quadrato A e B.

* Dire la dimostrazione di un teorema non significa niente.

Per dire le cose in modo corretto dobbiamo dire UNA dimostrazione. Infatti le dimostrazioni per un
teorema possono essere molte, e per questo teorema ce ne sono tantissime. Andiamo a vedere una
dimostrazione particolare, una specie di puzzle.

DLMOSErLAMO CON UL puzzlel

Cominciamo quindi a fare una costruzione geometrica interessante per dimostrare questo
teorema. Quello a sinistra ¢ il triangolo che stiamo considerando; come vedete ha un angolo di
90°, quindi € un bel triangolo rettangolo. Ora costruiamo il quadrato dell’ipotenusa e un
quadrato pit grande che contiene il quadrato dell’ipotenusa e quattro triangoli.La furbizia,

mandarina in questo caso, ci suggerisce di costruire un quadrato che abbia come lato la somma dei cateti;
quindi costruisco altri 7 triangoli “sdraiati” di fianco o sopra al mio triangolo iniziale

Per andare a lavorare sulla dimostrazione di questo teorema, ci interessa considerare le aree dei
quadrati costruiti sui due cateti e sull’ipotenusa, quindi un modo furbo di procedere e quello di riuscire
a costruire una figura che comprenda queste forme geometriche al suo interno
contemporaneamente, e quella che abbiamo usato lo puo fare. Guarda.

™~ >
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Guardiamo la meraviglia che abbiamo costruito rendiamoci conto che possiamo trovare davvero al
suo interno il quadrato costruito sul cateto lungo (A, in rosso), quello costruito sul cateto corto (B, in
giallo) e quello costruito sull'ipotenusa (C, in arancione). E adesso facciamo come i gamberi,
ragioniamo all'inverso. L'area che rimane bianca nella prima figura € composta da quattro triangoli
uguali a quello iniziale, e I'area che rimane bianca nella seconda & anch’essa composta da 4 triangoli
uguali a quello iniziale! Di conseguenza, dato che le due figure sono la differenza fra un’area totale
uguale (quella del quadrato grande che contiene tutto) e un’area composta da 4 triangoli uguali, allora
sara uguale nelle due figure. Quindi abbiamo dimostrato che l'area del quadrato costruito
sullipotenusa (C) € uguale alla somma dell’area dei quadrati costruiti sui due cateti.

3K E il teorema & senvito!

Errorlnl erroracel

e
Un errore comune, soprattutto quando si svolgono i calcoli, € quello di considerare, al I
posto della somma dei quadrati dei cateti, € quindi considerare i quadrati distinti e dopo =
sommarli, il quadrato che ha come lato la somma dei cateti. Linguisticamente & quasi lo

stesso, ma possiamo renderci conto della differenza in maniera molto diretta osservando
che nel disegno i due quadrati costruiti sui cateti sono a e b, mentre il quadrato costruito sulla somma
dei cateti ¢ il quadrato grande! C’e una bella differenzal

P E adesso... tocca a te! Costruisci anche tu il “puzzle di Pitagora”. Magari comincia con
. quello che abbiamo visto e poi prova a inventare una dimostrazione!

Sorpreso di vedere che ci sono molte dimostrazioni per lo stesso teorema? Molte strade che portano
nello stesso luogo? Nessuna sorpresa, in matematica questo € all’ordine del giorno, per cui abituati!
Pensa che nel corso degli anni, grazie al contributo di matematici professionisti e dilettanti, di
dimostrazioni del teorema di Pitagora ne sono state date diverse centinaia.

Magari la prossima potrebbe essere la tua...

lo ti faccio vedere la dimostrazione originale cinese adesso.
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E poi ti faccio anche vedere qualche immagine. Queste sono famose proprio come “dimostrazioni
senza parole” (in inglese “Proofs without Words” e ci sono due libri proprio dedicati a questo). Prova a
guardarle e a cercare di capire, magari assieme ai tuoi amici e compagni di classe, come venga fuori
la dimostrazione.

Buon divertimento!

Dlmostrazione Presidewzla Le

Un’altra dimostrazione geometrica, quindi fatta senza I'ausilio di numeri, fu trovata nel 1876
da James Abraham Garfield, che in seguito divenne il ventesimo presidente degli Stati Uniti ‘

d’America. La dimostrazione & particolarmente significativa, in quanto nella costruzione non

compare alcun quadrato. All'epoca della dimostrazione Garfield militava nell’esercito, e |l

commento al suo risultato fu: “Questo € qualcosa su cui i due rami del parlamento potranno essere
d’accordo”.
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Fro... +ali

Quando guelo che c'e dentro e come guelo che c'e fuor

Un aspetto molto interessante riguarda la riflessione su che cosa significhi in termini filosofici misurare
una lunghezza. A questo dilemma rispondono, € hanno risposto, anche i matematici.

* Rivedere il significato delle convenzioni ha provocato rivoluzioni di portata straordinaria.
Vediamo allora qualcosa a questo proposito.

U Lavoro che sembra facile

Se dovessi misurare la lunghezza della pagina di un libro, ti sembrerebbe ragionevole farlo con
un righello, un metro a nastro o un calibro? Guardereste le tacche stampate sul vostro bravo

strumento di misura, dopodiché annuncereste al mondo il tuo rilevamento.

Questa misura avra la precisione dello strumento con cui e stata presa; quindi con un righello saremo
probabilmente precisi fino a un milimetro, con un calibro 0 con un altro strumento, la precisione
aumentera molto, anche fino al centesimo di millimetro.

Ma quello che conta & che a nessuno verrebbe in mente di misurare la lunghezza di una pagina in
chilometri o in anni luce. Dunque, oltre a scegliere una unita di misura adeguata a quello che stiamo
misurando (nel caso l'unita di misura per la lunghezza € il metro), &€ buona norma prendere in
considerazione la potenza dell’'unita di misura adeguata per lintervallo di grandezza che stiamo
considerando, ovvero i suoi multipli e sottomultipli.

Bene, questo & quello che il senso comune suggerisce; come spesso accade, quando si va contro |l
senso comune o si dice una grande sciocchezza oppure si dice qualcosa di talmente intelligente da
innescare una rivoluzione culturale. Qui siamo nel secondo caso.

Supponiamo ora di voler misurare la lunghezza delle coste di tutta la Gran Bretagna, un problema che
si € posto il matematico geniale che ha cominciato a ragionare su questi argomenti: a nessuno
verrebbe mai in mente di farlo con il righello di prima, vero?

* Perché? Si tratta solo un fatto legato alla pratica o c¢’e dell’altro? C’e dell’altro!

E cosi sono passati anni, secoli, senza che nessuno mai si domandasse il significato filosofico di
prendere una misura di lunghezza fino quando Benoit Mandelbrot (n. 1924), alla domanda “quanto
sono lunghe le coste della Gran Bretagna?” rispose che dipendeva dallo strumento di misura. Piu
esso & accurato e preciso, piu grande sara la quantita di piccole insenature, asperita della roccia,
sporgenze e rientranze che riuscira a rilevare. E cosi piu € alta la precisione dello strumento di misura,
piu alto sara il valore della lunghezza, anche molto, molto piu alto.

Se poniamo l'attenzione sulla costa orientale degli Stati Uniti, essa potrebbe sembrare una linea
morbida e quasi liscia della lunghezza approssimativa di 4000 km. La stessa costa, disegnata su un
atlante, appare molto piu frastagliata. Quando si aggiungono le lunghezze dei capi e delle baie, la
lunghezza complessiva diventa di circa 7000 km. Se passiamo a una scala di osservazione ancora piu
fine, troviamo una linea dalla forma estremamente complessa, lunga quasi 20.000 km. Se poi
considerassimo una persona che percorresse a piedi la costa, dovrebbe fare quasi 25.000 km per
intraprendere il viaggio. E una formica che intendesse compiere la stessa impresa, dovrebbe
percorrere qualcosa come 50.000 km. Altri viaggiatori, ancora piu piccoli, potrebbero trovarsi a
compiere un percorso ancora piu lungo...

Quindi, anche la lunghezza della famosa pagina, di cui eravamo cosi sicuri, dopo questa scoperta e
da rivalutare.
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Immagina che cosa succederebbe se provassimo a misurare la lunghezza della pagina del libro con
uno strumento che riuscisse a tenere conto di tutte le piccole imperfezioni del materiale con cui & fatta
la carta, tutte le microscopiche insenature, fiordi, e sporgenze del foglio. Imperfezioni che a occhio
nudo sono invisibili, ma che esistono.

Ecco come la nostra percezione del mondo ci fa radica- re nella mente alcune convinzioni, abitudini di
pensiero, schemi preordinati, e come chi ha I'intuizione geniale € il coraggio intellettuale di sostenere il
contrario dia luogo a veri e propri rovesciamenti di fronte che aprono improvvisamente la strada per
nuovi territori di ricerca, nuove frontiere da spostare, nuove isole da conquistare.

In questo caso é stato dato il via alla geometria frattale. Uno dei frattali piu celebri € il famoso “fiocco
di neve”.

Partiamo da un triangolo equilatero. In seguito, immaginiamo di dividere ogni lato in 3 parti uguali e di
inserire al posto della parte centrale un cuneo a forma di triangolo equilatero ma senza la base.
Ciascun lato sara un terzo della lunghezza dei lati del triangolo iniziale. Otteniamo cosi 4 lati per ogni
faccia, quindi, considerando tutto il triangolo, dai 3 lati iniziali passiamo a 12 lati. Ora per ognuno di
questi 12 lati si compie la stessa operazione di prima, cioé li divido in 3 parti uguali e al posto di quella
centrale costruisco il “cuneo” e cosi via...

4
n=0

—_—_—
¢

—— \
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Partendo dal triangolo, il risultato & molto simile a un fiocco di neve, anche dopo pochi passi, € da qui
i nome che porta.
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Questo frattale, esattamente come tutti gli altri, si costruisce per passi successivi partendo da una
cella base e fornendo una regola per la composizione del passo che la modifica. A questo punto si
devono essere formate altre celle base identiche a quella iniziale che vengono nuovamente modificate
come da copione e cosi via... Ricapitolando, la ricetta che serve per “creare” un frattale ¢ fatta di due
ingredienti, pit un pizzico di fantasia.

® Cella base con determinate proprieta geometriche.

® Operazione su questa cella che alla fine restituisce un numero maggiore di celle base.

® Immagina la reiterazione dell’operazione all’infinito...
* P.S. Hai visto, anche per la matematica serve fantasia e immaginazione!

Limportanza del fiocco di neve, e dei frattali in generale, & che possa avere un’infinita complessita pur
essendo costruito con poche semplici istruzioni. Inoltre & incredibilmente somigliante a una forma
della natura che normalmente abita gli inverni; eppure siamo partiti da un semplice triangolo!

Questo avviene perché i frattali sono gli orgogliosi proprietari genetici di una proprieta che si chiama
auto-similarita o auto-somiglianza. Non ti turbate: si tratta solo di un tipo di simmetria. Le simmetrie
cui siamo abituati sono, per esempio quella per riflessione dove “cid che accade a destra accade
anche a sinistra”, come quando guardiamo uno specchio. Lauto-similarita coinvolge il punto di vista
da cui guardiamo il nostro amico, praticamente dallo zoom che noi facciamo per guardarlo.
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Auto-similarita quindi vuol dire essere simili a se stessi. Se ti capita di litigare con il tuo partner e vuoi
rimproverate che non cambia mai, potresti sbottare la frase “sei auto-similarel!”: chissa come la
prendera...

una Natwra frattale p

| frattali sono nati per meglio descrivere le forme che si trovano in natura, tuttavia awviene

spesso anche I'opposto, e ciog il ritrovamento in natura di forme simili ai frattali, ovvero forme ‘

che hanno I'auto-similarita. Qualche esempio di questa proprieta si pud trovare nelle foglie delle

felci, nel cavolfiore, nella crescita di alcuni rami e dei coralli, nella distribuzione delle saette, oltre

che nel fiocco neve gia visto. Ma dalla ricerca scientifica sembra che stiano emergendo altri esempi che a

volte esulano la nostra comune percezione. Sembra che forme frattali siano state riconosciute nel processo di
allargamento di un incendio e anche la rete delle reti; Internet sembra sia cresciuto secondo un algoritmo
frattale. Dulcis in fundo, ci sono studiosi che pensano che persino la distribuzione della materia nel nostro
universo (stelle, pianeti, galassie) sia un frattale. Cosmico!

Un’altra mirabolante proprieta del frattale riguarda il perimetro. Secondo te...
Il perimetro del frattale che abbiamo visto é finito o infinito? E quanto vale?

La risposta a questa domanda consiste nel fatto che il perimetro di questa figura é stato aggiunto di
volta in volta con pezzettini. E vero che questi erano sempre pit piccoli ma il numero di aggiunte
tende infinito, per cui anche il perimetro tendera a infinito. & infinito. A ogni passo il perimetro diventa
4/3 del passo precedente. Quindi calcolare il perimetro € come voler sapere quale sia il risultato di

Se immagini di mettere un numero infinito di frazioni il risultato tende all’infinito.
Verrebbe da dire che & sempre cosi facendo moltiplicazioni ma non & vero. Come per le somme &

possibile che sommare infiniti “pezzetti” restituisca un risultato finito, cosi anche per la moltiplicazione.
Per esempio

2 24466 838 o (22 o7
_______________ _H(zn—l)(2n+2)_§

E ora passiamo all’are. Stesso dubbio di prima.

L'area ¢ infinita”? E quanto vale?
.

La risposta questa volta € no, e perché? Possiamo spiegarlo in vari modi. Intanto diciamo che I'area in

N

esso contenuta deve per forza essere finita, dato che & contenuta nel monitor che hai davanti. E
possibile arrivare al risultato finale anche con una serie che tende all'infinito, ma per ora lasciamo
perdere (se sei curioso puoi trovare questa cosa on-line).

Sempre se consideriamo il lato iniziale uguale a 1, 'area del frattale vale

2\/§
5
cioeé semplicemente gli 8/5 dell’area del triangolo iniziale.
3K Un perimetro infinito racchiude un’area finita e misurabile: una novita della geometria.

Con questo non voglio dire che la lunghezza delle coste della Gran Bretagna sia per forza infinita, ma
piuttosto che la geometria frattale &€ migliore di quella euclidea per descrivere le forme del mondo.
Questo & abbastanza intuitivo da digerire, dato che le forme sono il risultato dell’aggregazione di

STRUMENTI DIDATTICI - Schede di matematica - Giovanni Filocamo per BEIC 56



costituenti molto piu piccoli, le foglie per un albero, i sassi per una montagna, le molecole d’acqua per
una nuvola che, aggregandosi in con la cosi detta teoria del caos, generano forme di grande
complessita, quasi come guardare il frattali con vari zoom.

| frattali sono stati usati (in maniera cosciente ma anche incosciente) per generare opere d’arte. Con le
forme complesse si possono fare cose molto belle. Dai un’occhiata alla mescolanza di 6 fiocchi di
neve con i sei colori basilari... molto bello vero?
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Equozioni — Livello 1 sw Y

Equazioni di primo grado

E soltanto nelle wisteriose equazioni delloamore,

che si pud trovare ogni ragione logico.

(Tohn Nash)

Le equazioni sono cose importantissime per la matematica ma non le uniche! La parola equazione

viene dal latino “aequo”, che significa “rendere uguale”. Dietro al significato della parola, quando vedi
un’equazione cerca di avere sempre in mente un oggetto: la bilancia a due piatti.

Questa bilancia e particolare, oggi, ma fino a un po’ di tempo era la normalita, specie al mercato. Se
si volava sapere quanto pesa un oggetto, lo si poneva su un piatto e sull’altro si mettevano pesi noti.
Quando la bilancia tornava in equilibrio voleva dire che cid che abbiamo messo su un piatto pesava
quanto quello messo sull’altro. In questo caso I'incognita era totalmente da una parte e quello che &
noto dall’altra. Possiamo vedere I'equazione proprio cosi: I'uguaglianza significa che quello che sta
alla sua destra “é uguale”, nel senso che pesa uguale, a quello che sta a sinistra. Non & detto pero
che troviamo le cose comode come nella bilancia al mercato: non e detto che troviamo incognita solo
da una e peso noto dall’altra. Dobbiamo spostarlo noi e per farlo dobbiamo fare la stessa operazione
su ambo i lati, altrimenti I’equilibrio non & rispettato. Dopo un po’ di “movimenti” avremo I'incognita da
una parte sola e potremo dire quanto vale, basta guardare cosa c’é dall’altra parte.

* Guardare e usare una equazione come un bilancia aiuta le cosel!

Alla fine dobbiamo avere le cose in questo modo (riassunto) per quanto riguarda I'equazione di
primo grado, cioe dove la nostra incognita ha potenza uguale a uno.

Potrebbe essere che la quantita di incognita su un piatto sia molteplice, non ci sia solo una x ma

molte x. In generale un numero “b” di x. Questo ¢é il caso piu generico di tutti ed ecco come arrivare
alla soluzione.

b-xr=a
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E adesso dividiamo tutto per b e otteniamo

a
T = E
Possiamo anche considerare come la ricetta per un grande minestrone che contiene dosi fisse, dosi
variabili e anche un ingrediente segreto, quello che dobbiamo scoprire. Questo ingrediente ha sempre
avuto un nome molto famoso: la x. Cominciamo a vedere le cose con un famoso indovinello.

Famoso tndovinello

= @
Un mattone pesa un chilo pil mezzo mattone. Quanto pesa un mattone?

Questo indovinello € conosciuto da tutti i genitori e zii sicuramente, infatti € molto
famoso e particolare. Infatti non si capisce come poter trovare la soluzione “al volo”,
cioe pensandoci un po’ e rispondendo grazie al “buon senso”. Qui € necessario
impostare la cosa in modo piu matematico, e avremo subito la rispostal

Impostiamo I'equazione per risolvere questo problema. Per indicare il peso di un mattone, al posto di
usare I'antipatica x, dato che si tratta di mattone usiamo la m, ok? In questo caso le parti note sono
date in Kg. Quindi sappiamo che

1
m=1Kg—|—§m

Ora risolvere questa equazione € molto semplice e ci permette di arrivare dritti alla soluzione. Ma
andiamo a vedere cosa fare pensando di mantenere lo stesso peso su ciascun piatto della bilancia.
Vogliamo trovarci in una equazione che porti tutta I'incognita da una parte (al massimo moltiplicata per
qualche Kg) e i Kg dall’altra. Cominciamo a “spostare” il “mezzo mattone” a sinistra. Per farlo
dobbiamo toglierlo da ambo le parti, altrimenti i piatti non resterebbero in equilibrio! Togliere significa
usare una sottrazione, ecco come.

1 1
m——-—m=1Kg+ -m— —-m

2 2 2
1 1
m—§m=1Kg+ —gm
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Ora se tolgo a un mattone intero mezzo mattone, cid che mi rimane & I'altra meta del mattone. Quindi

1
‘= 1K
" 9

E adesso faccio quello che abbiamo visto prima. Se voglio arrivare al mattone intero a sinistra devo
moltiplicare per due, ovviamente entrambi i piatti della bilancia. E arrivo alla soluzione di questo
famoso indovinello

m=2Kg

Infatti se mezzo mattone pesa 1 kg, un mattone non potra che pesare 2 kg. Anche l'algebra ci da
ragione: questa equazione ci dice che cid che sta a destra dell’'uguaglianza ha lo stesso valore che
Cio che sta a sinistra. Percid sara sempre lecito eseguire la stessa operazione per ambo i membri
senza creare scompigli con I'unica eccezione della divisione per zero.

C—> Vvedi lmite — lvello 1 sw 2]

A volte risolvere un problema con I'ausilio del solo ragionamento puo portare fuori strada, oppure pud
essere troppo complicato. Usare un foglio di carta impostare una o piu equazioni significa tradurla in
“matematichese”, che non significa complicare le cose! A questo punto, non ci restera che risolvere
I'equazione (0 le equazioni) usando tutte le macchine per le operazioni di cui disponiamo, tutte le
formulette per svolgere i calcoli, tutte le astuzie, finezze per portare I’equazione fino a una forma che
sappiamo risolvere e dalla quale riuscire a cavare il valore dall’incognita, I'ingrediente segreto.

Abbiamo appena visto le equazioni di primo grado e, di solito, sono le prime equazioni che un uomo
vede nella sua vita. Ma ce ne sono tante altre... se vuoi vedere qualche esempio eccoti servito!

equazioni irrazionali, differenziali, trigonometriche, diofantee, parametriche, equazioni alle derivate
parziali, ellittiche, paraboliche e iperboliche, lineari (e non lineari, of course), quadratiche, cubiche,
quartiche, equazioni funzionali, a piu incognite, equazioni trascendenti, logaritmiche ed esponenziali,
equazioni alle differenze finite, per citarne solo alcune...
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Equozioni — Livelo z su 4
Sistemi di equazioni di primo grado

Dato che ci siamo occupati delle equazioni di primo grado con un indovinello, facciamo o stesso
anche per i sistemi di equazioni di primo grado. Qui troviamo un altro grande segreto della
matematica applicata: se abbiamo una incognita, allora basta una equazione. Per qualcosa da pesare
basta una bilancia. Ma se abbiamo due cose da pesare come facciamo? La risposta & che servono
due bilance. E per tre incognite? Tre bilance! e cosi via. Quando mettiamo le equazioni assieme,
chiamiamo la cosa come un sistema di equazioni. In questo caso vediamo sistemi di equazioni di
primo grado.

Doppia difficolta @
&

Una bottiglia di vino costa 10 euro. Il vino costa 9 euro piu della bottiglia. Quanto
costa la bottiglia? Attenzione! Quando dico che una bottiglia costa 10 euro

intendo dire la bottiglia piena di vino! Il vino al suo interno costa 9 euro in piu della bottiglia

vuota, che € la cosa che mi interessa sapere quanto costa.

La risposta al volo che a quasi tutti viene in mente e che la bottiglia costi 1 euro. Ma non & cosi!
Andiamo a vedere quale risposta offre la matematica. In questo caso abbiamo due variabili, quantita
che non conosciamo e sono il costo del vino (attenzione, solo del vinol) e il costo della bottiglia
(attenzione, solo la bottiglial). Il segreto & quello di usare due lettere diverse per le nostre due variabili.
Queste variabili sono vino (dentro la bottiglia) e bottiglia (vuota), quindi usiamo le lettere “v” e “b”.

Andiamo a scrivere sotto forma di piccole equazioni i dati forniti. Il primo dato & che la bottiglia (piena)
costa 10 euro, quindi ecco la prima “bilancia”.

v+ b =10 m

Il secondo dato impostera la seconda bilancia. Il problema ci dice che il vino costa 9 euro in pit della

bottiglia. Quindi
—9+b
“ s

Talvolta le bilance di cui bisogna scoprire elementi segreti sono piu di una. Si tratta quindi di problemi
con piu di un’incognita. Il segreto per trovare gli elementi incogniti € quello di mettere un elemento
segreto per ogni bilancia.

* Quindi dovranno esserci tante bilance per quante incognite abbiamo.

La cosa fantastica & che possiamo mettere queste incongite un po’ su una bilancia e un po’ sull’altra:
I'importante & averne tante quante sono le incognite.
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Per comunicare che le equazioni “stanno assieme”, cioé formano un sistema, si scrivono assieme e in

questo modo.
v+b=10 @ 5
v=9+b A°

* Ci sono vari modi per andare a risolvere un sistema. Noi ne vediamo uno semplice.

E ora come si fa?

Il modo che vediamo si chiama sostituzione. Quello che si fa e trovare il valore di una variabile in
funzione dell’altra usando una equazione e poi, come dice la parole stessa, andiamo a sostituire
questo valore nell’altra equazione. Trovato il valore di una incognita, riprendo in mano la prima
equazione usata e trovo anche il valore dell’altra. Questo si pud fare in quattro modi diversi ora:

1. Trovo il valore di v dalla prima e sostituisco nella seconda.
2. Trovo il valore della b dalla prima e sostituisco nella seconda.
3. Trovo il valore di v dalla seconda e sostituisco nella prima.
4. Trovo il valore di b dalla seconda e sostituisco nella prima.

Te ne fard vedere il primo modo e poi sta a te provare a fare gli altri.
Trovo il valore di v in funzione di b dalla prima equazione.

v=10—10
Sostituisco nella seconda e ottengo
1I0-b=9+0
Risolvo I'equazione per I'incognita b e ottengo che
p— L
2

Vale a dire che sappiamo gia che la bottiglia costa mezzo euro, ovvero 50 centesimi. Andiamo ora a
sostituire nella prima equazione e otteniamo che il vino costa 9 euro e 50 centesimi.

10 ! 9,5
v = _— - =
2 Y

* Il sistema é risolto e, come si suol dire, “i conti tornano”!

Infatti se facciamo la somma delle due quantita viene fuori proprio che il costo del vino dentro la
bottiglia piu la bottiglia vuota ci porta a fare 9,5+0,5 euro cioé proprio 10 euro, il costo totale che ¢ |l
primo dato.

Barolo
Archimed]

Profumo rotondo
senza spigoli.
Gusto equilibrato.

10 euro

Barolo
Archimed]

Profumo rotondo
senza spigoli.
Gusto equilibrato.

)

05+ 45 = IO
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E adesso un po’ di piccoli esercizi per farti provare a risolvere problemi simili.

‘? In un cortile vi sono galline e conigli, in tutto possiamo contare 40 teste e 100 zampe.
* Quante galline e quanti conigli ci sono nel cortile?

Imposta un sistema che in questo caso avra due equazioni € due incognite. Chiama C il numero dei
conigli e G il numero di galline... fai tu!

E adesso proviamo ad andare avanti. Abbiamo detto che servono due equazioni per trovare due
incognite, giusto? Ma abbiamo anche detto che, piu in generale, serve lo stesso numeri di equazioni e
di incognite. Quindi ti faccio provare anche con tre parlando del peso dei frutti ma un caso particolare:
lo offro solo due equazioni ma non chiedo quanto pesano i frutti ma quanti frutti di un tipo servono per
equilibrare la bilancia se dall’altra parta ¢’e un certo numero di frutti di altro tipo. Ecco

Tre mele e una pera pesano quanto dieci prugne.
* Sei prugne € una mela pesano come una pera.
Quante prugne sono necessarie per equilibrare una pera?

Per risolvere questo problema, possiamo immaginare di mettere tutti i frutti sui due piatti di una
bilancia... fai tu!

E adesso ultimo caso, il piu lungo e difficile. Battiamo il record e andiamo a vedere ben quattro
equazioni per quattro incognite.

Un uomo ha quattro vasi di forma e capacita diverse.
* La capacita del primo e uguale a 2/3 di quella del secondo piu 1/4 di quella del terzo.
Il secondo & esattamente 3/4 del terzo piu 1/5 del quarto.
Il terzo € i 4/5 del quarto piu 1/6 del primo.
I quarto e 5/6 del primo piu 1/3 del secondo.
Qual € la capacita di ognuno dei quattro vasi?
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